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1) . . . . . o .
Es zeichnet einen gebildeten Geist aus, sich mit jenem Grad an Genauig-
keit zufrieden zugeben, den die Natur der Dinge zuldsst, und nicht dort
Ezaktheit zu suchen, wo nur Anndherung maglich ist.

- ARISTOTELES, Nikomachische Ethik I, Kapitel 3, 1094b.






KURZFASSUNG

Bedeckt man ein flaches Substrat mit einem zunéchst homogenen Film einer partiell
benetzenden Fliissigkeit, ergeben sich abhéngig von der Filmhohe verschiedene Dynamiken.
Fiir Filme mit verhéltnisméfkig kleiner Hohe reichen infinitesimale Storungen aus, um eine
spinodale Entnetzung zu induzieren, die initial zum Aufbrechen des Films in viele Tropfen
mit kleinen Volumina fiihrt. Diese Strukturen vereinigen sich anschliefend sukzessive zu
wenigen deutlich grofferen Tropfen. Gezielte lokale Variationen der Benetzbarkeit durch
eine chemische Vorstrukturierung der Substratoberfliche konnen diesen als Koaleszenz
bezeichneten Prozess unterdriicken und bestimmte Tropfenmuster stabilisieren. Neigt
man die Oberflache, resultieren laterale Komponenten der Gravitationskraft in einer
Translationsbewegung und ggf. in einem Aufbrechen, der grofseren Tropfen. Analog zur
Koaleszenz kann auch diese physikalisch getriebene Dynamik durch chemische Strukturen
des Substrats beeinflusst oder unterdriickt werden.

Diese Dissertation behandelt Fliissigkeiten auf festen Substraten im Rahmen eines
Diinnfilm-Modells unter Einfluss der beschriebenen physikochemischen Triebkréifte sowie
Kondensation. Dabei werden die Einfliisse der fundamentalen Parameter des Systems —
wie z.B. Tropfenvolumen, Neigungswinkel und Kontrast der Benetzbarkeit — in Bifurkati-
onsdiagrammen unter Kombination von numerischer Kontinuierung und Zeitsimulation
quantifiziert. Diese Analysen einzelner Tropfen fithren zu Vorhersagen in Form von Pha-
sendiagrammen, die mit statistischen Auswertungen von Ensembles aus einigen hundert

individuellen Tropfen iiberpriift und untermauert werden.

ABSTRACT

An initially homogeneous film of a partially wetting liquid covering a solid substrate
undergoes various types of dynamics depending on the film height. Assuming the liquid
layer to be relatively thin, infinitesimal perturbations will eventually lead to spinodal
dewetting which induces a breakup of the film into multiple droplets of small volume.
Driven by pressure differences, these structures will successively merge into larger drops
resulting in fewer drops of larger volumes. For substrates with specific modulations of their
chemical properties, e.g., prepatterns in wettability, coalescence may be suppressed to
stabilize the corresponding drop patterns. By inclining the solid surface, lateral components
of the gravitational force will cause both a translation and possibly a breakup of drops.
Analogously to the process of coalescence, the dynamics of sliding drops may be affected
or even suppressed by chemical prepatterns of the substrate.

This thesis deals with liquids on solid substrates by employing a thin film model extended
by physicochemical driving forces as well as condensation. To this end, the influence of
the fundamental control parameters of the system, i.e., drop volume, inclination angle
and wettability contrast, is quantified in bifurcation diagrams by combining numerical
continuation techniques and direct numerical simulations. These analyses of single drops
lead to predictive phase diagrams which are finally confirmed by statistical evaluation of
ensembles involving hundreds of individual interacting droplets.
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KAPITEL EINS

Einleitung

77 Auch fiir den Physiker ist die Moglich-
keit einer Beschreibung in der gewdhnli-
chen Sprache ein Kriterium fir den Grad
des Verstdndnisses, das in dem betreffen-

den Gebiet erreicht worden ist. i’

- WERNER KARL HEISENBERG,
Sprache und Wirklichkeit
in der modernen Physik, 1960.

D ie Untersuchung von Fliissigkeiten oder allgemein Fluiden ist bereits seit der Prahis-
torie — wenn auch nicht im wissenschaftlichen Sinn — Gegenstand der Entwicklung
des menschlichen Intellekts. Natiirlich stand das Wasser — gemeinhin als Grundlage ir-
dischen Lebens angesehen — auf eine grundsétzliche Art und Weise schon immer im
Mittelpunkt menschlicher Bemiihungen und Verhaltensweisen. Prominente Beispiele sind
aufwendige historische Bewésserungsanlagen wie z.B. die rémischen Aquddukte, aber auch
schlicht die geographische Nahe sdmtlicher frithzeitlicher Siedlungen zu Fliissen und anderen
Wasserquellen [62].

Neben diesen verhéltnismékig plakativen Beispielen konnen auch deutlich komplexere
Zeugnisse des historischen Versténdnisses fiir Fluide und ihre Eigenschaften gefunden
werden: Die Fahigkeit etwa, einen Pfeil als zielgenaue Jagdwaffe zu fertigen, forderte
dem frithen Menschen bereits vor etwa 64 000 Jahren ein nicht wissenschaftliches, aber
praxisorientiertes Verstdndnis der Stromungslehre ab [108]. Weitere Belege fiir diese
grundsétzlichen Kenntnisse und den damit verbundenen intellektuellen Aufwand sind der
frithzeitliche Schiffbau [194] oder die Errichtung von Dédmmen zum Schutz vor Fluten und
zur Umleitung von Wasserwegen — Zeugnisse, die sich in allen Kulturen und Zeitaltern
finden lassen.

Eine wissenschaftliche Herangehensweise an die Fragen der Hydrodynamik und Nie-
derschrift der gewonnenen Erkenntnisse ist hingegen erst in der Antike zu finden: Als
namhafteste Personlichkeit gilt in diesem Zusammenhang der griechische Gelehrte Ar-
chimedes, der im dritten Jh. v. Chr. unter anderem das wohlbekannte Archimedische
Prinzip und das Prinzip der kommunizierenden Gefdfse formulierte [166]. Neben diesen im
Wesentlichen hydrostatischen Problemen beschéftigte er sich bspw. mit dem Transport von
Fliissigkeiten und entwickelte die Archimedische Schraube. Aber auch in weniger akademi-
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schen Bereichen wurde das gewonnene Verstindnis der Hydrodynamik eingesetzt: So wurde
bereits im siebten Jh. v. Chr. eine oberirdisch verlaufende Wasserstrafe zur Versorgung der
stadtischen Bevolkerung in Ninive, Mesopotamien errichtet [89]. Nachdem diese Technik
dann im Romischen Reich perfektioniert und neben anderen Errungenschaften extensiv
genutzt wurde, machte die Wissenschaft der Hydrodynamik iiber das Mittelalter hinweg
bis ins 17. Jh. n. Chr. — vergleichbar mit vielen anderen Disziplinen — deutlich weniger

nennenswerte Fortschritte.

Den Beginn der modernen Wissenschaft der Fluide markierte dann Blaise Pascal um
1654 mit seiner Formulierung des Pascalschen Prinzips und des Pascalschen Gesetzes zur
Hydrostatik [3] 14]. Letzteres liefert dabei erstmalig eine mathematische Formulierung des
Drucks p als eine Kraft pro Flacheneinheit:

p(x) = ogx + po . (1.1)

Der Druck in einem Fluid, d.h. bspw. in einem mit Wasser gefiillten Becken, nimmt
also bei fester Gravitationsbeschleunigung g und Dichte o linear mit der Tiefe = zu.
Eine wichtige Erkenntnis dieses Gesetzes ist, die Unabhéngigkeit des Drucks von der
lateralen Ausdehnung und Geometrie des Geféfies; an dieser Stelle ist anzumerken, dass
alle Gleichungen in diesem Kapitel zum qualitativen Verstédndnis in einer Raumdimension

betrachtet werden.

Auf dem Gebiet der Hydrodynamik dagegen nahm Isaac Newton um 1687 einen linearen
Zusammenhang zwischen der riumlichen Anderung der Strémungsgeschwindigkeit v und

der resultierenden Scherspannung T an, aus dem sich die mathematische Formulierung

dv

ergibt [127]. Dabei sei z die zur wirkenden Scherspannung orthogonale raumliche Ko-
ordinate. Anschaulich beschreibt dieses Gesetz also den Zusammenhang zwischen einer
Scherspannung und der rdumlichen Anderung des Geschwindigkeitsfelds. Der Koeffizient 7
definiert dabei erstmals den heutigen Begriff der Viskositdit, die als Kenngrdfse fiir die innere
Reibung eines Fluids fungiert. Tatséchlich gilt diese lineare Gleichung fiir eine Vielzahl
von Gasen und Fliissigkeiten wie z.B. Wasser, die zusammengefasst als Newtonsche Fluide
bezeichnet werden.

Einige Zeit spater gelang es Daniel Bernoulli das zunéchst in der Hydrostatik begriindete
Verstéandnis des Drucks p mit dem hydrodynamischen Begriff der Geschwindigkeit v in
Beziehung zu setzen [117]. Das 1738 aufgestellte Gesetz von Bernoulli fordert fiir stationére
Stromungen entlang einer Stromlinie, dass die Summe aus quadratischer Geschwindigkeit,
Druck und potentieller Energie gz konstant bleibt. Mathematisch manifestiert sich diese
Forderung in der Bernoulli-Gleichung

2
(%
__|_p

>, + gx := e = konst. (1.3)
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Die Konstante e entspricht dabei einer Gesamtenergie, die folglich entlang einer Stromlinie
erhalten ist. Anschliefsend an diese Entwicklung formulierte Leonhard Euler 1757 die Fu-
lerschen Gleichungen der Stromungsmechanik [34, [72]. Ebenfalls auf eine Raumdimension
reduziert und unter Vernachlassigung externer Kréifte neben der Gravitationskraft ergibt
sich die partielle Differentialgleichung

0 {%Jrv%} :—%—QQ- (1.4)
Diese beschreibt im Unterschied zu Gl. keine Energiebilanz, sondern liefert eine raum-
zeitliche Entwicklung von Druck und Geschwindigkeit. Das bereits von Newton aufgestellte
Prinzip der inneren Reibung wurde dabei von Euler zundchst zur Vereinfachung vernach-
lassigt. Dariiber hinaus wird das zugrunde liegende Fluid als inkompressibel angenommen.
Anschaulich besagt Gl (1.4), dass die zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeit — d.h. die
Beschleunigung — dv/0t stets negativen Druckgradienten dp/0x folgt. Da die Bewegung
durch das Fluid selbst eine lokale Anderung der Geschwindigkeit zur Folge hat, ergibt
sich ein weiterer Beitrag ~ dv/0z . Insgesamt werden also — um sich eines Beispiels zu
bedienen — Luftmassen in einem meteorologischen Hochdruckgebiet stets in Richtung eines
Tiefdruckgebiets beschleunigt.

Der letzte Schritt, um schlussendlich Differentialgleichungen aufzustellen, die die na-
tiirlichen Eigenschaften von Fluiden hinreichend abdecken, war die Implementierung der
bereits bekannten inneren Reibung, d.h. der Viskositét, in das Modell. Dabei bezieht sich
der Begriff ,hinreichend* auf die Mafsgabe, eine adédquate Grundlage fiir das in Kap. 2] herge-
leitete Modell und die daraus resultierenden Erkenntnisse zu bieten. Mit der Losung dieses
Problems haben sich zu Beginn des 19. Jh. eine ganze Reihe von Physikern beschéaftigt
[150]: Basierend auf der Wirkung von zwischenmolekularen Kréften und unter Annahme
eines linearen Zusammenhangs fiir die Scherspannung geméfs Gl. erweiterten 1827
Claude-Louis Navier und 1831 Siméon Denis Poisson GI. um einen Term proportional
zur Viskositét. Spéter fithrten unabhéngige Herleitungen 1843 von Adhémar Jean Claude
Barré de Saint-Venant und 1849 von George Gabriel Stokes ohne Annahmen an die zugrun-
de liegenden molekularen Wechselwirkung zu dquivalenten Ergebnissen. Obgleich diese
entscheidende Entwicklung von insgesamt mindestens vier Wissenschaftlern mitgetragen
wurde, werden die resultierenden Impulsgleichungen kurz als Navier-Stokes-Gleichungen
bezeichnet. Eine vollstdndige Formulierung und Interpretation wird in Kap. gegeben.

Entnetzungsprozesse als Gegenstand der vorliegenden Arbeit implizieren neben der
oben beschriebenen internen Dynamik eine Wechselwirkung des Fluids — in diesem Fall
konkret als Fliissigkeit bezeichnet — mit einer festen Oberfliche. Dabei beschrankt sich die
betrachtete Geometrie im Unterschied zu den bisherigen Uberlegungen und betrachteten
Gleichungen stets auf kleine Léngenskalen, d.h. im Bereich von Mikro- bis Zentimetern.
Nimmt man die feste Oberfldche im Folgenden zunéchst als horizontal ausgerichtetes Sub-
strat an, das mit einem homogenen Fliissigkeitsfilm der Hohe h bedeckt ist, bricht der Film
je nach chemischer Beschaffenheit von Oberfliche und Fliissigkeit auf und bildet raumliche
Strukturen aus. Die so definierte Geometrie einer freien — d.h. verformbaren — Grenzflache
am Ubergang zwischen Fliissigkeit und umgebendem Gas und einer starren — meist flachen —
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Grenzflache zwischen Fliissigkeit und Substrat ist auf kleinen Léngenskalen Gegenstand
der sogenannten Kapillaritit und Benetzbarkeit. Betrachtet man bspw. den in Abb.
dargestellten Tropfen, wird die typische Form einer Kugelkappe erkennbar. Definiert ist
diese Geometrie im Wesentlichen durch zwei Parameter: Variiert man das Volumen Vp
des Tropfens und damit den Radius Rr, ergibt sich im Gleichgewicht stets der konstante
makroskopische Kontaktwinkel ;. Dabei induziert die sogenannte Oberflichenspannung
v an der freien Grenzfliche einen zusétzlichen Laplace-Druck

2y

= & (1.5)

PL
der in seiner mathematischen Formulierung 1805 unabhéngig von Thomas Young und
Pierre-Simon Laplace hergeleitet wurde [40]. Neben diesem Krimmungsdruck ergibt sich
in der mesoskopischen Betrachtung ein weiterer sogenannter Trennungsdruck, der durch
die Interaktion zwischen Fliissigkeit und Substrat induziert wird und — benannt nach Boris
Derjaguin — als Derjaguin-Druck bezeichnet wird. Fiir partiell benetzende Fliissigkeiten
bewirkt dieser die Trennung eines Fliissigkeitsfilms in bedeckte sowie nicht bedeckte

Bereiche und ist auf zwischenmolekulare Kréfte an der Substrat-Fliissigkeit-Grenzflache

zuriickzufiihren (s. Kap. [2.1.4).

Explizit zeigt Abb. eine Gegenlichtfotografie eines Milch-Tropfens auf einem hori-
zontalen Substrat mit Polyethylen-Oberflache in der Seitenansicht. Der Gleichgewichtskon-
taktwinkel nimmt dabei den Wert 6g ~ 60° an. Bei genauerer Betrachtung wird jedoch
eine geringfiigige Abflachung der Silhouette gegeniiber dem angenommenen perfekten
Kreisbogen beobachtet. Diese Abweichung ist auf einen zusétzlichen hydrostatischen Druck
als Resultat der Gravitationskraft zuriick zu fiihren. Die lokale Geometrie im Bereich der
Kontaktlinie ist dennoch unabhéngig von dieser Deformation und ausschliefslich durch
die physikochemischen Eigenschaften der drei beteiligten Phasen Gas, Fliissigkeit und
Substrat bestimmt. Ein mathematisches Gesetz, das auf diese Universalitdt aufbaut und
den Gleichgewichtskontaktwinkel 6 unabhéngig von der Geometrie durch die an den
Grenzflachen wirkenden Kréfte eindeutig bestimmt, stellte Athanase Dupré Mitte des 19.
Jh. mit der Young-Dupré-Gleichung auf [I51]:

7 cos b1 = s — VSF - (1.6)

Dabei werden neben der Oberflichenspannung v zwischen Fliissigkeit und Gas die Oberflé-
chenspannung zwischen Substrat und Gas mit ysg sowie die Oberflaichenspannung zwischen
Substrat und Fliissigkeit mit vsp bezeichnet. Der erste Namensgeber dieser Gleichung,
Thomas Young, formulierte die zugrundeliegende Gesetzmakigkeit bereits 1805 in Worten
[201].

Wird das Substrat dariiber hinaus um einen Winkel o geneigt, erhélt die Gravitations-
kraft zum Substrat parallele Komponenten, sodass laterale Triebkrafte auf die Fliissigkeit
wirken. Weitere Ursachen fiir laterale Kréafte sind bspw. Gradienten in der Temperatur [29]
oder Benetzbarkeit |71} [195] des Substrats. Der aus der Triebkraft resultierende zusétzliche
Druck bewirkt eine Brechung der Rotationssymmetrie — der Kontaktwinkel wird folglich zu
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Gas : Fliissigkeit
Substrat

1 mm

ABBILDUNG 1.1: Gegenlichtfotografie eines Milch-Tropfens auf einem horizontal ausgerichteten Substrat mit einer
Oberfliche aus Polyethylen (eigene Darstellung). Eingezeichnet ist die Symmetrieachse in rot, die Kontaktlinie
(e) und der Gleichgewichtskontaktwinkel 61 =~ 60°. Die hier durchgefihrte Messung des Winkels hat keinerlei
Anspruch einer quantitativen und exakten Bestimmung des Gleichgewichtskontaktwinkels der verwendeten Stoffe
— sie dient lediglich zur Veranschaulichung der Geometrie und des Sachverhalts auf qualitativer Ebene.

einer entlang der Kontaktlinie variablen Grofse. Wird der Neigungswinkel hinreichend grofs
gewdhlt, beginnt der Tropfen langsam zu rutschen. In Abb. ist ein Tropfen in einem mit
Abb. [I.1] vergleichbaren System und endlicher Neigung « =~ 0,25° dargestellt. Neben der
deutlichen Abweichung von der symmetrischen Form einer Kugelkappe ist eine Vergrofie-
rung des Kontaktwinkels an der vorderen Seite des Tropfens erkennbar. Dieser Winkel wird
aufgrund der Bewegungsrichtung im Allgemeinen als Fortschreitwinkel g bezeichnet und
stets gegeniiber dem Gleichgewichtskontaktwinkel zu fp ~ 90° > 0 vergrofhert. Analog
ergibt sich auf der hinteren Seite des Tropfens ein gegeniiber ¢ verkleinerter Riickzugs-
winkel Or = 26° < 0. Obgleich der hier verwendete Stoff eine komplexe Fliissigkeit
ist, zeigen sich fiir den statischen Fall in Abb. und den dynamischen Fall in Abb.
mit einer sehr geringen Rutschgeschwindigkeit U =4-6 7" alle Charakteristika einer
Newtonschen Fliissigkeit. Experimentelle Ergebnisse zur Quantifizierung des hier darge-
stellten Verhaltens rutschender Tropfen wurden bereits in zahlreichen Veroffentlichungen
beginnend in den 1950er Jahren présentiert (s. z.B. [24] [60] 8], 94] 99, 136, [145] 146, [158]).
Fiir einen zusammenfassenden Uberblick eignet sich besonders die Arbeit von Thomas
Podgorski et al. aus dem Jahr 2001 [I36]: Ein zentrales experimentelles Ergebnis ist
dabei der Zusammenhang zwischen der Neigung «, der Rutschgeschwindigkeit U und
dem Tropfenvolumen V. So findet man, dass die Rutschgeschwindigkeit U proportio-
nal zu sin(«) ist, sodass fiir kleine Neigungen die wichtige Relation U ~ a  gilt. Des
Weiteren ergibt sich fiir hinreichend grofe Winkel ein charakteristischer Ubergang von
einfachen rutschenden Tropfen, die im Wesentlichen Abb. entsprechen, zu Tropfen,
die im hinteren Bereich kleinere Satellitentropfen emittieren — im Rahmen dieser Arbeit
als Pearling (dt.: Perlen) bezeichnet. Diese Instabilitdt kann eindeutig einem kritischen
Winkel opear1 zugeordnet werden. Dartiber hinaus skaliert die in den Messungen ermittelte
kritische Neigung gemifl  ouqie ~ VTQ/ 5 bzw. Vi ~ a 32, sodass die gefundenen
Messkurven fiir verschiedene Volumina auf eine Masterkurve kollabieren. Die beschriebenen
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U~4—-622

min

Substrat

~ |
g 1
Gas Mﬁ

1 mm

ABBILDUNG 1.2: Gegenlichtfotografie eines Milch-Tropfens auf einem geneigten Substrat mit einer Oberfliche aus
Polyethylen (eigene Darstellung). Eingezeichnet ist die Kontaktlinie (o) und die Kontaktwinkel Or auf der rechten
und Or auf der linken Seite. Bei einer verhdltnismdfig kleinen Neigung von o = 25° wird die Spiegelsymmetrie
gebrochen und der Tropfen beginnt zu rutschen. Die Bewegung setzt dabei erst oberhalb einer kritischen Neigung ein.
Die Rutschgeschwindigkeit ist im Bereich der kritischen Neigung mit U ~ 4 -6 7=~ sehr gering. Fortschreitwinkel
und Riickzugswinkel kénnen zu 6Op =~ 90° > 0z und 6Or =~ 26° < 0g1 bestimmt werden.

Ergebnisse werden im Vergleich zu den oben gezeigten Abbildungen auf Substraten mit
nahezu homogener Benetzbarkeit durchgefiihrt, sodass auch sehr kleine Neigungswinkel un-
mittelbar zu endlichen Rutschgeschwindigkeiten fiihren. Systeme vergleichbar zu Abb. [I.2]
die nicht dem idealen Fall einer chemisch gleichféormigen Oberflache entsprechen, weisen
dagegen eine weitere kritische Neigung auf, unterhalb derer die Tropfen trotz Triebkraft
haften. Ursache fiir dieses Verhalten sind Benetzungsheterogenitéten, die auf jeder realen
natiirlichen Oberfliache auftreten und eine Verschiebung der Kontaktlinie verhindern. Wird
diese kritische Neigung iiberschritten, 16st sich der Tropfen und beginnt zu rutschen — dies
wird im Folgenden als Depinning bezeichnet. Eine experimentelle Untersuchung dieser
Systeme mithilfe kiinstlicher Benetzungsheterogenitaten wird bereits seit den 1940er Jahren
durchgefithrt (s. z.B. [19, 03| 110, 119, 142} 148]). Viatcheslav Berejnov und Robert E.
Thorne finden dabei neben der Untersuchung der Symmetriebrechung der Tropfengeometrie
Potenzgesetze bzgl. der Depinning-Instabilitdt analog zu den bereits erwahnten Relationen
der Pearling-Instabilitéat.

Auch im Bereich der theoretischen Physik wurden insbesondere seit der letzten
Jahrtausendwende zahlreiche Arbeiten zu den beschriebenen Systemen verdffentlicht
[7, 18] [52], 105], 153, 160} 199]. Diese liefern in Bezug auf viele der jeweiligen betrachteten
Einzelaspekte korrekte Ergebnisse. Die 2016 veroffentlichte Arbeit von Xianmin Xu et
al. [199] bildet bspw. die in den Experimenten gefundenen Relationen der einfachen rut-
schenden Tropfen nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ ab. Eine Untersuchung
aller genannter Aspekte der Dynamik und Statik rutschender sowie haftender Tropfen im
Rahmen eines zusammenfassenden Modells wurde bislang allerdings nicht durchgefiihrt.
Auch konnte die Pearling-Instabilitdt bisher nicht im Sinne einer Bifurkation beschrieben

werden.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 7

Ein weiterer fundamentaler Bestandteil der modernen Entwicklung im Bereich der
Hydrodynamik ist durch die sogenannte Schmiermitteltheorie (engl.: lubrication theory)
gegeben. Diese basiert grundsétzlich auf der Separation der rdumlichen Koordinaten und
damit verbundenen Léngenskalen in laterale und orthogonale Komponenten respektive
der Ausrichtung des Substrats. Anschaulich gesprochen wird also gefordert, dass die Hohe
eines beispielhaften Films oder Tropfens (s. Abb. klein im Vergleich zur lateralen
Skala von Modulationen oder der Ausdehnung des Tropfens ist. Als Pioniere auf diesem
Gebiet sind Osborne Reynolds und Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld zu nennen, die
den besagten Grenzfall zundchst um das Jahr 1900 im Hinblick auf die Moglichkeiten
zur Schmierung von industriellen Maschinen bzw. deren Lagern betrachteten [144), [161].
Aufbauend auf diese grundsétzlichen Annahmen wurde dann das Dinnfilm-Modell als
mathematische Formulierung in Form von Entwicklungsgleichungen der Filmhoéhe i unter
Zusammenfassung der hier vorgestellten Aspekte der Hydrodynamik aus den Navier-Stokes-
Gleichungen abgeleitet. Dieser Ansatz wird in der modernen Hydrodynamik zunehmend zur
Modellierung und Beschreibung von Entnetzungsprozessen verwendet und bietet aufgrund
der Reduktion eines dreidimensionalen Problems auf zwei explizite Raumdimensionen
unter anderem eine nennenswerte Steigerung der Effizienz numerischer Analysen. Eine
Herleitung der betreffenden Gleichung ist in Kap. [2| gegeben. Zusammenfassende Arbeiten
wurden von Pierre-Gilles de Gennes et al. [39], Alexander Oron et al. [123] und Daniel
Bonn et al. [27] veréffentlicht.

Ziel dieser Arbeit ist es, auf Grundlage eines erweiterten Diinnfilm-Modells eine voll-
standige Beschreibung der erwiahnten statischen und dynamischen Tropfenlosungen durch
numerische Analysen der in Kap. hergeleiteten zentralen GI. zu erreichen. Ins-
gesamt ergibt sich so ein Modell zur Beschreibung diinner Filme und Tropfen in drei
Raumdimensionen auf einem Substrat endlicher Neigung sowie lokal variabler Benetz-
barkeit. Ergénzt wird das System durch eine Kondensation oder Evaporation an der
Fliissigkeit-Gas-Grenzfliche. Besonderes Augenmerk wird im Zuge der Analysen auf eine
moglichst effektive Kombination von Zeitsimulationen und numerischer Kontinuierung (s.
Kap. gelegt. Die ersten Ergebniskapitel [3| und [4 befassen sich dabei mit Entnetzungs-
prozessen auf horizontalen Substraten und die Auswirkung einer chemischen Triebkraft
durch verschiedene rdumliche Modulationen der Benetzbarkeit. In diesem Rahmen werden
zunidchst die stationdren Losungen verschiedener Tropfenmuster bzgl. ihrer linearen Stabi-
litdt untersucht und iiber die Berechnung der Freien Energie wird ein Kriterium fiir die
Ljapunow-Stabilitat angewandt. Als zentrales Ergebnis werden dabei Vorhersagen spinoda-
ler Entnetzungsdynamiken und Entnetzungen durch Nukleation getroffen. Die Topologie
der ermittelten Bifurkationsdiagramme wird dariiber hinaus in Bezug auf die Symmetrien
der korrespondierenden Tropfenmuster charakterisiert. Anschlieffend werden Zeitsimulatio-
nen zur Darstellung und Analyse der Entnetzungsdynamik als abfallende Kaskade durch
die zuvor ermittelten stationdren Energieniveaus sowie zur Bestitigung der Vorhersagen
genutzt. Im Rahmen einer gezielten Strukturierung der chemischen Eigenschaften des
Substrats durch eine Benetzungsheterogenitéit wird schlussendlich die potenzielle Stabili-
sierung linear instabiler Tropfenmuster durch die numerische Kontinuierung vorhergesagt
und im Rahmen direkter numerischer Simulationen bestétigt.
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Im zweiten Ergebnisteil, der in Kap. [f] und [6] unterteilt ist, wird das zuvor horizontal
ausgerichtete Substrat geneigt. Da die daraus resultierenden Triebkréifte zu einem grund-
sdtzlich von den ersten Kapiteln verschiedenen Losungsverhalten fithren, werden die so
definierten Systeme unter anderen physikalischen Gesichtspunkten analysiert. Die grund-
satzliche Verbindung von numerischer Kontinuierung und Zeitsimulation wird dagegen auch
in diesen Kapiteln beibehalten: Die zunachst im Rahmen der Kontinuierung gewonnenen
Ergebnisse zu haftenden und formstabilen rutschenden Tropfen werden durch Zeitsimula-
tionen erginzt und in Bifurkationsdiagrammen zusammengefasst. Die mit der Pearling-
und Depinning-Instabilitdat verkniipften Bifurkationen kénnen so eindeutig lokalisiert und
charakterisiert werden. Auf Basis der Ergebnisse unter Variation des Tropfenvolumens
wird dann ein Phasendiagramm (vgl. Abb. in der (a,Vr)-Ebene erstellt, das auf
Potenzgesetzen — vergleichbar zu den bereits erwdhnten experimentellen Ergebnissen —
beruht. Abschlieflend wird die Vorhersagekraft der gefundenen Potenzgesetze anhand
von Zeitsimulationen auf grofsen rdumlichen und zeitlichen Skalen sowie der statistischen
Analyse von Ensembles bestehend aus einigen hundert individuellen Tropfen iiberpriift.
Die Ergebnisse der Arbeit werden abschliefiend in Kap. [7] zusammengefasst und diskutiert.



KAPITEL ZWEI

Grundlagen

7 Basic research is what I am doing when I

don’t know what I am doing. %

- WERNHER VON BRAUN,
New York Times, 1957.

Z ur Beschreibung von Stromungen in linear-viskosen inkompressiblen Newtonschen
Fluiden wird — wie bereits in Kap. [1| erldutert — eine Transportgleichung fiir die
Impulsdichte der Stréomungen des Fluids — im Folgenden als Flissigkeit spezifiziert —
abgeleitet.

Diese als Nawvier-Stokes-Gleichungen bekannten Differentialgleichungen folgen im We-
sentlichen aus den zur Beschreibung idealer Fliissigkeiten und Gase entwickelten Fuler-
Gleichungen unter Beriicksichtigung einer inneren Reibung, d.h. Viskositdt [98].

Im Folgenden werden die Navier-Stokes-Gleichungen durch Randbedingungen erweitert,
sodass diese eine ein solides Substrat benetzende Fliissigkeit mit freier Grenzfliche beschrei-
ben. Weitergehend wird eine langwellige Naherung eingefiihrt, im Zuge derer Langenskalen
parallel zum Substrat gegeniiber der orthogonalen Ausdehnung der Fliissigkeitsschicht
als hinreichend groft angenommen werden. Die resultierende Diinnfilm-Gleichung
beschreibt die zeitliche Entwicklung eines Hohenprofils der partiell benetzenden Fliissig-
keitsschicht als dritte Raumdimension auf einem zweidimensionalen Substrat [123] 124].

Durch obigen Ansatz werden alle Berechnungen im Ergebnisteil dieser Arbeit in
zwei expliziten Raumdimensionen durchgefiihrt. Fiir die Herleitung aus den explizit
dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen werden dreidimensionale vektorielle Grofen
mit ,,® gekennzeichnet. Vektorielle Groken ohne diese Notation beziehen sich stets auf
die ersten beiden Raumdimensionen. So gilt bspw.

el
) x - rs . 9
PO =y, 7= wd V&= | 2|, V= (5],
z y 0 dy

Weitergehend wird fiir partielle Ableitungen einer allgemeinen Funktion f(7,t) bspw. nach
x und t folgende Kurzschreibweise eingefiihrt:
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2.1 Hydrodynamik

2.1.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Die allgemeinen Navier-Stokes-Gleichungen werden fiir inkompressible Fliissigkeiten durch

eine Kontinuititsgleichung erweitert und sind damit wie folgt gegeben:

0D,7® = 05 + o(7® . VOF®) = YO . 7 4 FO) (2.1)

mit  V® .73 =0, (2.2)

Das Feld 7@ (7@ ) = (w(7m®,t),0(F®, 1),w(7® )T  reprisentiert dabei das dreidi-
mensionale Geschwindigkeitsfeld. Weitergehend ist o die fiir inkompressible Fliissigkeiten
zeitlich sowie raumlich konstante Dichte und f ) = (fi,fa,f3)T  eine beliebige Volu-
menkraft (engl.: body force). Beispiele fiir eine solche Kraft sind die Gravitationskraft oder
andere aufsere Kréfte, z.B. durch elektromagnetische Felder. Die allgemeine Kontinuitats-
gleichung liegt hier unter der Annahme ¢, =0 in vereinfachter Form ({2.2]) vor, sodass

%) divergenzfrei ist.

Innere Krifte etwa durch lokale Driicke und viskose Reibung werden durch einen
zunéchst allgemeinen Spannungstensor 7 beschrieben. In Gl. (2.1) wird des Weiteren die

Substantielle Ableitung (engl.: material derivative)
D,7® = 5 + (#® . VO 7® (2.3)

eingefithrt. Diese kann im Wesentlichen als die Aufteilung einer Geschwindigkeitsénderung
D,7® entlang einer Trajektorie in Zeit und Raum in eine zeitliche Anderung bei fiziertem

-

Ort 5 und eine riumliche Anderung zu fizierter Zeit (v - VNG G) aufgefasst werden.

Der Spannungstensor 7 wird hier durch einen Term proportional zum Druck p und
einen Term proportional zur Viskositdt n ausgedriickt [14]:

= —p1® 4+ (VOFO 1 (VOFO)T) | (2.4)

Dabei ist 1) = diag(1,1,1) die Identitét in drei Dimensionen. Neigt man das Substrat
gegeniiber dem Laborsystem und damit dem Gravitationsfeld in einem Winkel o um die

zweite Raumachse y, ergibt sich eine externe Kraft

-

B = go(sin(a),0, — cos(a))” (2.5)

in lateraler und orthogonaler Richtung. Dabei ist g die vaitationsbeschleumgung Aus
den allgemeinen Navier-Stokes-Gleichungen (2.1) und GI. . . sowie ([2.5)) ergibt
sich damit das Zwischenergebnis

gz?t(?’) = —6(3)}9 — Q( I vAC ) 3 4 nA 34 go(sin(a),0, — cos(a))T. (2.6)
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2.1.2 Randbedingungen

Befindet sich die bis zu diesem Punkt fiir allgemeine Randbedingungen beschriebene
Fliissigkeit auf einem glatten und festen Substrat bei Fs(i{) = (7,0)T, miissen an der
Substrat-Fliissigkeit-Grenzfliche Randbedingungen fiir das Geschwindigkeitsfeld eingefiihrt
werden. Dabei wird das Koordinatensystem an der Oberfliche des Substrats orientiert
(s. Abb. 2.1). Unter Annahme einer Haftbedingung (engl.: no-slip) parallel zum Substrat
und einer Impermeabilitits- bzw. Undurchlissigkeitsbedingung (engl.: no-penetration) in

orthogonaler Richtung gilt fiir das Geschwindigkeitsfeld
T FEE) = 0. (2.7)

Nimmt man weiterhin an, dass die Fliissigkeit eine Schicht endlicher Hohe ausbildet,
ergibt sich eine weitere Grenzfliche h(7,t) am Fliissigkeits-Gas-Ubergang. Fiir diese freie
Grenzfliche bei  7>) (7t) = (7 h(7t))T  werden ebenfalls Randbedingungen definiert:

frei
Es kann angenommen werden, dass die Zeitentwicklung des Hohenprofils h(7t) , d.h.
der freien Grenzfliche, zum einen durch das Geschwindigkeitsfeld 7 und zum anderen
durch eine zunéchst allgemein definierte Kondensation oder Evaporation (QQxg bestimmt
wird, sodass sich die Entwicklungsgleichung

hy=w—7-Vh+ Qgn = w — uh, — vhy, + Qkg (2.8)

ergibt. Anschaulich folgt die Fliissigkeitsoberfliche also der inneren Dynamik unter zu-
sitzlichem Einfluss der Kondensation oder Evaporation — im Folgenden zusammenfassend

(3)
i) Ly
3
z “@, ﬂ’“\ f(x)) Gas
7
Subs’“mt
o 2

ABBILDUNG 2.1: Schematische Darstellung des hier betrachteten Systems: Eine Flissigkeit mit freier Gas-
Fliissigkeit-Grenzfliche bei  z = h(F,t) wund fizierter Substrat-Flissigkeit-Grenzfliche bei z = 0. Die freie
Grenzfliche ist durch den Normalenvektor i3 und die Tangentialvektoren ﬁ(j)),(y) beschrieben. Die Dynamik
wird durch ein Geschwindigkeitsfeld ¢ (F(?’),t) innerhalb der Flissigkeit ausgedriickt — hier durch ein im Feld
mitbewegtes Teilchen (O) skizziert. Weitergehend wird eine Neigung des Substrats und damit des Koordinatensystems
im Winkel o um die y-Achse bzgl. des Laborsystems angenommen.
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als Kondensation bezeichnet. Der hier allgemein gewahlte Ansatz zur Modellierung einer
Kondensation beschreibt dabei eine einseitige Wechselwirkung zwischen Fliissigkeits- und
Dampfphase und wird folglich als einseitiges Evaporationsmodell (engl.: one-sided model
for evaporation) bezeichnet [109, 131, 175]. Dynamiken in der Dampfphase werden im
Zuge dessen ganzlich vernachlissigt. Alternative Ansétze — bspw. unter Modellierung eines
Zwei-Schicht-Systems — werden in [21) [123] diskutiert. Eine vollstédndige Definition des
Quell- bzw. Senkterms Qkg folgt in Kap. 2.2

Um die Randbedingungen weiter zu spezifizieren, wird ein Kridftegleichgewicht an
der freien Grenzfliche angenommen. Fiihrt man 7® als Normalenvektor und f((j’;’(y) als
Tangentialvektoren der Grenzfliache ein (s. Abb. , kann das Kréftegleichgewicht wie

folgt formuliert werden:
_ _, 3) &6 3 3) &6 3
(T = TGas) -0 = 26771 + [(f((m)) : Vi&)”] ) + [({((w) ' Vg(i)”] fy- (29

Die Grofse K beschreibt zunéchst allgemein die Krimmung der Grenzfliche bzw. Oberflache
h(7t) . Mit der Oberflichenspannung v entspricht der Term 2K~ii® folglich einem Laplace-
Druck, der orthogonal zur Oberfliche wirkt [40].

Fiir rdumlich nicht konstante Oberflichenspannungen — etwa durch Temperaturgradi-
enten — treten weitere Kréfte tangential zur Grenzflache auf. Diese Marangoni-Krifte [188|
sind proportional zu den jeweiligen Oberflichengradienten 6?();),5(@,) = f((;’))’(y) V®  der
Oberflachenspannung ~y in x- bzw. y-Richtung [63]. Die fiir nicht konstante Temperaturen
auftretenden Kréfte fithren zu Marangoni-Konvektionen und damit Deformationen der
Oberflache [22, 95| 121, 169, [173]. Die Temperatur wird im Rahmen dieser Arbeit aller-
dings als konstant angenommen, sodass auch « in erster Naherung konstant ist und die

Gradienten nicht auftreten.

Weitergehend wird die Krafteinwirkung des Gases auf die Fliissigkeit mit 7Tga.s < 7
vernachléssigt. Die allgemeine dynamische Bedingung (2.9)) vereinfacht sich damit zu

7-7® =2Kyi® . (2.10)

Unter der grundlegenden Annahme, dass die allgemeine geometrische Oberfldche O(7,h (7))
frei von Uberhéingen und damit eine sogenannte Monge-Oberfliche ist [I], lassen sich die
Normalen- und Tangentialvektoren explizit berechnen [163]:

s (Fhe=h) oy (W0A) e (0Lhy) 211)

(14 h2+ h§)1/2 un (z) (1+ h2)1/2’ (y) (1+ hi)l/g .

Nimmt man fiir K die mittlere Krimmung (engl.: mean curvature) als Summe der beiden
Hauptkrimmungen (engl.: principal curvatures) K; und K, an, sodass K = K; + K,
ergibt sich [163]

(1+ hf,)hm + (1 + h2)hy, — 2h hyhy,

2(1+ hZ + hy)3/2 (212
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Gas
Flissigkeit \
S S S S S TTA YsG
Substrat ”\//////7//

ABBILDUNG 2.2: Schematische Darstellung eines makroskopischen zweidimensionalen Tropfens (links) und der
mesoskopischen Kontaktlinie (rechts) — hier als Kontaktpunkt (@) dargestellt. Durch die im Kontaktpunkt wirkenden
Krifte v, ysr und vysg stellt sich im Kriftegleichgewicht der Gleichgewichtskontaktwinkel Oci ein (vgl. Abb. .

Aus der vektoriellen Randbedingung ([2.10]) konnen durch Projektion auf die Normalen- und
Tangentialvektoren (2.11)) drei skalare Bedingungen gewonnen werden. Fiir die Projektion
auf den Normalenvektor 73 ergibt sich mit dem Spannungstensor T aus GI. ([2.4)) der
Ausdruck

(1+ hfj)hm + (14 h2)hyy — 2hghyhyy,
(1 + 2+ h2)3/2

p=—7

21
+1 T ugh? 4+ vyhl + w. + (uy + va) hahy — (us + we) he + (v + w,)hy
z Y

(2.13)

fiir den Druck p. Dieser setzt sich also aus einem Term proportional zur Oberflichenspan-
nung v, der ausschlieklich durch die Geometrie der Oberflache bestimmt wird, und einem
Term proportional zur Viskositdt n zusammen. Letzterer reprasentiert innere Reibungen
und ist damit abhéngig von den Geschwindigkeitsgradienten. Projiziert man GI. auf
die Tangentialvektoren in z- und y-Richtung, findet man analog

0 = (s + wp) (1= h2) = 2ty = w2y — (uy + va)hy = (v + wy)hehy | (214)
und 0 =7 [(?}z +wy) (1 = h2) = 2(v, — ws)hy — (y + va) e — (us + wx)hmhy} . (2.15)

2.1.3 Makroskopische Benetzbarkeit

Die Transportgleichung ([2.6) kann nun mit den Randbedingungen ({2.7)), (2.8]) sowie ([2.13)-
(2.15) gelost werden. Fiir den statischen Fall, d.h. unter Vernachléssigung von Gravitation

und Kondensation, gilt im Gleichgewicht o) =0 und es ergibt sich aus Gl. (2.6):
~V®p=0. (2.16)

Dariiber hinaus wird aus den Randbedingungen ersichtlich, dass Losungen von GI.
vollstandig durch den von Kriimmung und Oberflichenspannung induzierten Laplace-Druck
bestimmt werden. Als Losungen finden sich somit der triviale Fall eines flachen Films
beliebiger Hohe und ein Tropfenprofil in Form einer Kugelkappe (engl.: spherical cap).
Da neben der Haftbedingung keine Interaktion mit dem unterliegenden Substrat
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Keine Benetzung Partielle Benetzung Vollstindige Benetzung
O = 180° 0° < O < 180° Oc1 = 0°

ABBILDUNG 2.3: Charakterisierung der verschiedenen Arten von Benetzung durch den Gleichgewichtskontakt-
winkel 0 . Links ist der Grenzfall 0g) = 180°  dargestellt, in dem die durch sy charakterisierte Kontaktfliche
zu einem Punkt (®) minimiert wird — es liegt also keine Benetzung vor. Rechts liegt vollstandige Benetzung vor:
Die durch vysa charakterisierte Grenzfliche von Substrat und Gas wird minimiert, in dem die Fliissigkeit das
gesamte Substrat bedeckt, sodass 0gy = 0° gilt. In der Mitte ist der allgemeinere Fall einer partiellen Benetzung
dargestellt, in dem durch das Kriftegleichgewicht der Oberflichenspannungen ein Gleichgewichtskontaktwinkel von
0° < g1 < 180°  zu beobachten ist. Die Flissigkeitsschicht bildet folglich Kugelkappen, d.h. Tropfen, mit beliebigen
Volumina.

berticksichtigt wird, sind sowohl Volumen, als auch Radius der Kugelkappe freie Parameter.
Um den Radius bei festem Volumen zu fixieren, ist folglich eine Interaktion mit dem
Substrat erforderlich.

Makroskopisch manifestiert sich der so eingefiihrte Begriff der Benetzbarkeit eines
Substrats vor allem in der zweidimensionalen Geometrie der Kontaktlinie und des Kon-
taktwinkels eines etwaigen Tropfenprofils. Der Kontaktwinkel definiert dabei — wie bereits
in Kap. [1| einleitend dargestellt — den Winkel, den die Fliissigkeit an der Kontaktlinie,
d.h. der Grenzlinie des vom Tropfen bedeckten Substrats, bildet (s. Abb. bzw. [L.1)).
Der sogenannte Geichgewichtskontaktwinkel fq;, d.h. der Winkel an der Kontaktlinie im
statischen Fall, ist hier die relevante messbare Grofse. Exakt an der Kontaktlinie kann
fiir den statischen Fall eine Bilanz der Oberflachenenergien oder -spannungen aufgestellt
werden, sodass das Kriftegleichgewicht fiir genau einen Kontaktwinkel 0 erfiillt ist [201]:

7y cosfar = YsG — YsF - (2.17)

Dieser Zusammenhang zwischen Oberflichenspannungen und Gleichgewichtskontaktwinkel
wird auch als Young-Dupré-Gleichung bezeichnet [I51]. Der Winkel ¢ ergibt sich fiir eine
Fliissigkeit mit der Oberflachenspannung v also direkt aus der Differenz der Oberfléchen-
energien des nicht bedeckten Substrats vs¢ und des bedeckten Substrats ysp . Gl.
ist fiir alle Kontaktwinkel 0° < 6g; < 180°, d.h. fiir partielle Benetzung, definiert (s.
Abb. . Die Grenzfélle, in denen keine Benetzung, d.h. 60q = 180°, oder vollstindige
Benetzung, d.h.  6q = 0°, auftritt, sind fiir den Ergebnisteil dieser Arbeit ohne Relevanz
und werden hier daher nur kurz erwiahnt. Nach Definition eines Spreitkoeffizienten

S=17sa — (v +sr) = y(cos a1 — 1) (2.18)

konnen auch diese Grenzfille eindeutig klassifiziert werden: Ist keine Benetzung zu be-
obachten, gilt 6fg = 180° und S < —2v, wihrend fiir eine vollstdndige Benetzung
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Ocp=0° und S >0 gilt [39]. Wie bereits erwdhnt, sind diese Ansétze lediglich im
statischen Fall giiltig:

Fiir nicht vernachléssigbare laterale Triebkréfte oder Kondensation ist die Position
der Kontaktlinie im Allgemeinen, z.B. fiir einen rutschenden oder wachsenden Tropfen,
eine dynamische Grofse. Diese Beobachtung steht allerdings in striktem Widerspruch zur
Haftbedingung (2.7)), nach der die Kontaktlinie unbeweglich ist, da im Grenzfall h — 0
ebenso ® — 0 gelten muss [39].

Der makroskopische Ansatz birgt eine weitere Problematik: In den Energiebilanzen
werden die Oberflaichenenergien- oder Spannungen und damit die Grenzflichen stets
als vollstdndig unabhéngig angesehen. Diese Annahme ist fiir relativ hohe Filme, d.h.
wenn sich die Oberfliche A(7t) in hinreichend grofem Abstand zum Substrat befindet,
zutreffend. Fiir sehr diinne Filme und im Bereich der Kontaktlinie von Tropfenprofilen ist
dies allerdings nicht erfiillt. Konkret muss also ein zusétzliches Potential eingefiihrt werden,
das abhéngig vom Abstand der beiden Grenzflachen, d.h. vom Héhenprofil h(7t), in einer
attraktiven oder repulsiven Kraft resultiert und damit den Ubergang von bedecktem zu
nicht bedecktem Substrat energetisch korrekt beschreibt.

2.1.4 Mesoskopische Benetzbarkeit & Adsorptionsschichtmodell

Die Benetzungseigenschaften des Systems auf mesoskopischen Langenskalen werden hier
durch das sogenannte Trennungspotential (engl.: disjoining potential) p(h,z) oder durch
einen Trennungsdruck (engl.: disjoining pressure) II(h) — im Folgenden als Derjaguin-
Druck bezeichnet — realisiert [39] 42] [I71]. Daraus ergibt sich allgemein eine zusétzliche
konservative Volumenkraft f () in der Transportgleichung mit

— -

fO=_V®y, mit o=TI(z)—1II(h). (2.19)

Der Derjaguin-Druck kann durch verschiedene Ansétze modelliert werden |88, 100, [122],
123], [135], 140, 154, 165], 200]. Hier wird eine Kombination aus langreichweitigen Van-der-
Waals- Wechselwirkungen yqw (h) [53, 87] und kurzreichweitigen Wechselwirkungen Iy, (h)
jeweils durch Potenzen in A modelliert:

II(h) = Hyaw(h) + e (h) = — = + — . (2.20)

Dabei beschreiben A und B die Wechselwirkungsstéirken der lang- und kurzreichweitigen
Kréfte. Die Grofse A ist weitergehend direkt iiber A = H/6m  mit der Hamaker-Konstante
H verkniipft, die allgemein zur Quantifizierung von Van-der-Waals-Kréften genutzt wird
[73, TOT]. Die Potenz h=3 des langreichweitigen Wechselwirkungsterms ist iiber die Theorie
der Van-der-Waals-Krifte eindeutig bestimmt. Die Potenz h~° fiir die kurzreichweiti-
gen Kréfte wird hier nach [130, 132] gewéahlt — alternative Ansétze verwenden dagegen
andere Potenzen [20, 21l [133] und/oder Exponentialfunktionen [90, 01, [174) [I82]. Die
verschiedenen funktionalen Ansétze fiir den Derjaguin-Druck kénnen mit mikroskopischen
Theorien, wie etwa der Dichtefunktionaltheorie, oder molekulardynamischen Simulationen
iberpriift und bestatigt werden |75, [82], 83, 84, [1TT), 112, 191]. Auch experimentell kann



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

—— Keine Benetzung A=1ANB=0
—— Partielle Benetzung A=1ANB=1
—— Vollstéandige Benetzung A=0A B=1

o
Derjaguin-Potential V' (h)

Derjaguin-Druck II(h)
o
i

10=ha 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
Filmh&he h

ABBILDUNG 2.4: Derjaguin-Druck II(h) (durchgezogene Linien) und Derjaguin-Potential V (h) (gestrichelte
Linien) fir verschiedene Arten von Benetzung (vgl. Abb. . Schaltet man die langreichweitigen Krifte mit B —
0 aus, ergibt sich keine Benetzung (schwarz). Ohne den Einfluss der kurzreichweitigen Van-der- Waals-Krdfte,
dh. A — 0, wird das Substrat vollstindig benetzt (rot). Unter Bericksichtigung beider Wechselwirkungsterme
stellt sich eine partielle Benetzung (blaw) ein und der Gleichgewichitszustand wird durch eine Adsorptionsschicht
ha beschrieben.

der Trennungsdruck nachgewiesen und quantifiziert werden [43], 88, [128] und ist somit ein
addquater und etablierter Ansatz zur Beschreibung der Benetzbarkeit.

Die drei makroskopischen Regime der Benetzbarkeit konnen nun durch eine geeignete
Wahl der Grofen A und B abgebildet werden (s. Abb. 2.4). Fir A <0 A B > 0
ergibt sich vollstindige Benetzung, fir A >0 A B > 0 partielle Benetzung und fiir
A>0ANB <0 keine Benetzung. Der iibrige Fall A <0 A B <0 ist nicht physikalisch
und wird daher nicht weiter betrachtet. Die Gesamtoberflichenenergie E[h| eines diinnen

Films der Hohe h kann iiber den Derjaguin-Druck zu
E(h)=~sr+7v+V(h), mit V(h)= —/H(h) dh (2.21)

berechnet werden und bildet mit GI. den Grenzfall h — oo = V(h) — 0 korrekt
auf den makroskopischen Ansatz ab. Die Energie V' (h) wird im Folgenden Benetzungsenergie
(engl.: wetting energy) genannt.

Fiir den hier betrachteten Fall partieller Benetzung liegt das Minimum des Potentials
und die Nullstelle des Derjaguin-Drucks bei einem endlichen Wert h = hy  (vgl. Abb. .
Der im makroskopischen Bild nicht bedeckte Bereich des Substrats ist in der mesoskopischen
Betrachtung also durch eine sogenannte Adsorptionsschicht (engl.: adsorption layer oder
precursor film) gegeben:

1/3
ha = (g) , sodass g—‘}j - = —II(ha) =0. (2.22)

Dies widerspricht zunéchst der makroskopischen Vorstellung eines lokalisierten Tropfens
mit scharfer Kontaktlinie. Allerdings zeigen Experimente und Simulationen auf molekularer
Skala, dass sich in unmittelbarer Umgebung eines Tropfens durchaus eine mikroskopische
Lage aus Fliissigkeitsmolekiilen ausbildet, die eine typische Hohe von etwa 1 nm aufweist
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Flissigkeit

\ A %
Ocis, b .
/C\” vy :

7~/ y4 y4
Substrat —
Kontaktregion

ABBILDUNG 2.5: Makroskopische Darstellung eines Tropfens (links) analog zu Abb. und mesoskopische
Vergriferung des Kontaktpunkts (rechts). Bei mikroskopischer Betrachtung geht der mesoskopische Kontaktpunkt
in eine Kontaktregion iber. Experimentell zeigt sich in unmittelbarer Nihe zum makroskopischen Tropfen eine
Adsorptionsschicht der Hohe ha von endlicher Liange — dargestellt durch die blau gestrichelte Linie. Diese wird
im Modell — wie durch die blau durchgezogene Linie angedeutet — als unendlich ausgedehnt angenommen. Der
Winkel a1 ist in dieser Darstellung als scheinbarer Kontaktwinkel (engl.: apparent contact angle) anzunehmen
und entspricht der tangentialen Fortsetzung des Héhenprofils am Wendepunkt gemdfl der schwarz gestrichelten
Linie. Dieser stimmt mit dem makroskopischen Gleichgewichtskontaktwinkel iberein.

[0, 10, 174, [78, 86, 137, 167]. Der Ubergang zwischen bedecktem und nicht bedecktem
Substrat ist somit nicht durch eine diskrete Kontaktlinie, sondern vielmehr durch eine
Kontaktregion gegeben (s. Abb. . Nimmt man im Zuge einer spéter durchgefiihrten
Diinnfilm-Néherung neben der partiellen Benetzung an, dass Kontaktwinkel stets klein
sind, kann GI. wie folgt gendhert werden:

0% —25
cosfg ~1— % = O ~ —_—. (223)
Y

Ubertréigt man die Definition des Spreitkoeffizienten S als Energiedifferenz aus nicht
bedecktem und bedecktem Substrat auf die mikroskopisch definierte Benetzungsenergie

V(h), ergibt sich mesoskopisch:
S — V(ha) —V(c0) = V(ha). (2.24)

Dabei ist V(oco) =~ 0 die Benetzungsenergie eines Films hinreichend grofer Hohe.
Insgesamt kann der makroskopische Gleichgewichtskontaktwinkel also iiber Gl. ([2.23))

und (2.24) mit (2.21) und (2.22)) durch die langreichweitige Wechselwirkung und die
Adsorptionsschicht ausgedriickt werden:

—2V (ha) 3 A5/3 3 A
O~ | —~A 2 2 2 2.2
Gl \/ ~ \/5 ~B2/3 5yh2 (225)

Auf diese Weise werden die beobachtbaren makroskopischen Eigenschaften des Systems

direkt aus dem Modell auf mesoskopischer Ebene abgeleitet. Durch das hier eingefiihrte
Adsorptionsschicht-Modell (engl.: precursor film model) werden die oben beschriebenen
Problemstellungen aufgelost: Zum einen ist der energetische Ubergang zwischen nicht
benetztem und benetztem Substrat durch die Benetzungsenergie in GI. korrekt
beschrieben; zum anderen ist die Vorstellung einer diskreten Kontaktlinie aufgehoben,
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sodass sich die scheinbare Kontaktlinie trotz der Haftbedingung am Substrat verschieben
kann. Anschaulich gleiten bewegte Strukturen, wie etwa rutschende Tropfen, auf einer
diinnen Adsorptionsschicht. Ein zu GI. alternativer Ansatz eines endlichen Geschwin-
digkeitsfelds an der Substrat-Fliissigkeit-Grenzfliache kann die Problemstellung der fixierten
Kontaktlinie 16sen, liefert allerdings keine adédquate Beschreibung des oben beschriebenen
energetischen Ubergangs.

Die beschriebenen Wechselwirkungen kénnen neben der Auffassung als Trennungs-
potential bzw. -kraft, wie in Gl. dargestellt, auch als Spaltdruck (s. Gl )
ausgedriickt und verstanden werden. Im Wesentlichen konnen diese also grundsétzlich
als zusédtzliche Volumenkraft in die Transportgleichung oder ad hoc als weiterer
Druckterm in die Randbedingung eingebracht werden. Hier wird der Ansatz bzgl.
eines Derjaguin-Drucks gewahlt, sodass sich fiir die Randbedingung ergibt:

p — p+1(h). (2.26)

Dabei fiihrt der grundsétzliche Ansatz einer zusétzlichen Volumenkraft zu dquivalenten
Ergebnissen [39].

Um lokale Variationen der Benetzbarkeit — im Folgenden Heterogenitit genannt —
zu implementieren, wird der Derjaguin-Druck und damit die Benetzbarkeit des glatten
Substrats dariiber hinaus mit einer Strukturfunktion ¢(7) und einer Strukturamplitude £
moduliert [179]:

(k) — (14 Eg(P)IL(A) . (2.27)

Die hier gewahlte Modulation der kurz- und langreichweitigen Terme, d.h. des gesamten
Ausdrucks fiir II(h), lasst die Adsorptionsschicht invariant. Der Kontaktwinkel
nimmt dagegen in Abhéingigkeit von ¢(7) verschiedene Werte an [116], 152]. In
einem alternativen Ansatz kann die Modulation auf die kurz- oder langreichweitigen
Kréfte beschrankt werden, sodass auch die Hohe der Adsorptionsschicht moduliert wird
[30, [181], 182].

2.1.5 Entdimensionalisierung & langwellige Nidherung

Die in Kap. 2.1.1] und [2.1.2 hergeleitete Transportgleichung mit Randbedingungen wird
fiir die weitere Betrachtung zunéchst entdimensionalisiert. Dazu werden die betreffenden

physikalischen Grofen durch die in Tab. zusammengefassten dimensionslosen Grofen
ausgedriickt. Uber den Parameter ¢ =1[/L wird in diesem Zuge eine Relation zwischen
Langenskalen L parallel und [ orthogonal zum Substrat eingefiihrt. Da die benetzende
Fliissigkeitsschicht mit dem Hoéhenprofil A(7,t) in der spéteren langwelligen Ndherung
als dinner Film angenommen wird, kann ¢ als Kleinheitsparameter aufgefasst werden.
Diese fundamentale Annahme bildet die Grundlage der im weiteren Verlauf hergeleiteten
Diinnfilm-Gleichung. Die in Kap. ebenfalls beschriebene Neigung des Substrats in -
Richtung wird im Sinne der langwelligen Naherung ebenfalls als klein angenommen, sodass
der Winkel o mit e skaliert wird. Das Geschwindigkeitsfeld, das im Gleichgewichtszustand
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’ Dimensionsbehaftet ‘ Dimensionslos H Skalierung
7= ()T 7 =7/L L
z zZ=z/l l=¢L
h h=nh/l l=cL
a a=ale £
v b= v/eUy ely
w W= w/ug ug = €20
t t=t/ty to = l/ug = 1/e*Uy
p p=p/po po = nUo/1
QKE Qke = Qke/Qo || Qo =2Up
g 7 =7/ 0 = nUo

TABELLE 2.1: Skalierung der physikalischen Gréfien in der Dinnfilm-Gleichung. Diese zundchst allgemeine
Skalierung wird am Ende des Kapitels fiir die endgiltige Entwicklungsgleichung weitergehend spezifiziert und
mit den Grifien ha bzw. g1 — und damit den Konstanten A bzw. B — in Verbindung gebracht. Die Skalierung
der Oberflichenspannung v kann im Ubrigen als Skalierung Ca — 1 der Kapillarzahl Ca := nUo/vy  [96)
aufgefasst werden, sodass viskose Krafte (engl.: viscous forces) und Oberflichenspannung in gleicher Gréfenordnung
angenommen werden.

fir o =0 verschwindet, skaliert fiir kleine o ebenfalls mit ¢ parallel zum Substrat bzw.

mit €2 orthogonal zum Substrat.

Weitergehend werden die dimensionslose Reynolds-Zahl Re := Uplp/n und die
Froude-Zahl Fr:=UZ/lg eingefiihrt [96]. Dabei gibt Re das Verhéltnis von Tragheitskréf-
ten (engl.: inertial forces) zu viskosen Kréften und Fr das Verhéltnis von Tragheitskréiften

zu Gravitationskraften an.

Skaliert man die dimensionsbehafteten Grofen in der Transportgleichung (2.6) sowie

der Kontinuitatsgleichung ([2.2)) mithilfe der in Tab. definierten Faktoren, erhilt man
fiir die drei Raumdimensionen der Transportgleichung

o - 2o ~ = - s o 1
2Re (17; +(E-V)E+ wU) = —Vp+ 2AT + b + —(sin(e@), 07 (2.28)

eFr
L 2 ~ 1
und 'Re (uvg +(0- V)W + ww) = —pz + A + s — o cos(ed) (2.29)
r

sowie fiir die Kontinuitatsgleichung

Sy

VT @s=0. (2.30)
Die Transportgleichungen erhalten somit Terme in verschiedenen Ordnungen von ¢, die
Kontinuitatsgleichung bleibt dagegen im Zuge der eingefiihrten Skalierung — physikalisch
korrekt — unverdandert. Eine analoge Skalierung der Randbedingungen , und
an den Grenzflachen liasst die Bedingung an der Fliissigkeit-Substrat-Grenzflache
ebenfalls invariant:

41}
I
e}
I
S}
on
@
2.
N3
I
e}

(2.31)
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Auch die kinematische Randbedingung an der Substrat-Gas-Grenzfliache bleibt unverédndert:
h;y =1 —0-Vh+ Qg . (2.32)

Der Ausdruck fiir den Druck p erhélt dagegen analog zu den Transportgleichungen Terme
in verschiedenen Ordnungen von ¢:

p=- [ PR R + (L 02Dy — 252y
(1+22(Vhy?
2¢? . -
+ £ > |:€2’&i'h§; + Eszgh; + ’LTJg
1+ €2(Vh)?
+ €2<Ug + Uj)iliilg — 8(@5 + wi)ﬁi + E(’Ug ’uN)g)iLg
— (1+&g(P)II(R) bei 7= h(Fi). (2.33)

Dabei wird der Derjaguin-Druck an dieser Stelle zundchst analog zum Druck p gemaf
Tab. skaliert. Die explizite Entdimensionalisierung von II(h) unter Beriicksichtigung
der funktionalen Abhéngigkeit von h wird im spéteren Verlauf iiber eine zusétzliche
Reskalierung geméf GI. der physikalischen Grofen erklért.

Die tangentialen Randbedingungen ([2.14) und (2.15]) liefern mit der oben beschriebenen

Skalierung analog
0= (ﬁg + 8211756)(1 — EZiL;) — 262(1]50 — ﬁ)g)ﬁj — 82(11[, + ’INJ;,})BQ - 82(175 + ﬁ)g)iljilg s (2.34)
0= (175 + 6%[]@)(1 — 82;%) — 2€2<1~)g — wg)ilg — €2<1~Lg + ﬁj)ili - 62(’&5 + ﬁ]i)ﬁiﬁg . (235)

Fiir die spétere langwellige Ndherung wird nun die Viskose Skalierung verwendet. In diesem
Zuge wird die Geschwindigkeitsskala Uy konkret zu Uy = n/lp  spezifiziert, sodass
Re2 1 B
Re=1 d Gp=—==—=—~. 2.36
¢ . 0 Fr  Fr n? (2.36)
Dabei ist G die sogenannte Galilei-Zahl [96]. Anschaulich bedeutet dies im Sinne der

Reynolds-Zahl Re, dass Triagheitskrifte und Zahigkeitskrifte von vergleichbarer Grofse
sind.

Die langwellige Naherung basiert schlussendlich auf der Annahme, dass Langenskalen
parallel zum Substrat grofs im Vergleich zu orthogonalen Langenskalen sind. Damit gilt
insbesondere: ¢ =1/L < 1. An dieser Stelle werden dariiber hinaus alle Kennzeichnun-
gen der dimensionslosen Grofen durch Tilden fiir eine bessere Ubersicht entfernt. Nihert

man Gl. (2.28), (2.29) und (2.30) bis zur niedrigsten Ordnung O(£°) an, ergibt sich fiir
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die Transportgleichungen
7.. = Vp — Go(a,0)T (2.37)
und 0= —p, — Gy (2.38)
sowie fiir die Kontinuitatsgleichung
V-T4w,=0. (2.39)
Dabei wurden die Winkelfunktionen durch
sin(ea) = ea + O(e?)
und  cos(ea) = 1+ O(£?) (2.40)

in € entwickelt.

Wiéhrend die kinematische Randbedingung und die Haftbedingung nach
Skalierung unabhéngig von e bleiben, treten im Kréftegleichgewicht orthogonal zur
Grenzflache wiederum Terme verschiedener Ordnung in € auf. Beschrédnkt man sich auf
Terme der Ordnung O(£°) , wiirde der Beitrag des Laplace-Drucks vollstindig verschwin-
den. Um diesen im physikalischen Sinne relevanten Term in der langwelligen N&herung
zu erhalten, wird die Oberflichenspannung mit 1/? skaliert: vy — ~/e%. Dies bedeu-
tet anschaulich, dass Zahigkeitskrifte, die aus dem Geschwindigkeitsfeld resultieren, als
klein gegeniiber der Oberflichenspannung angenommen werden, was im Sinne kleiner

Geschwindigkeiten mit der grundsétzlichen langwelligen Néherung {ibereinstimmt.

Die tangentialen Gleichungen und liefern in niedrigster Ordnung fiir den
hier angenommenen Fall konstanter Temperatur lediglich die an der Grenzflache trivialen
Ausdriicke u, =0 =wv,. Durch anschliefende Néherung der iibrigen Randbedingungen
bis zur niedrigsten Ordnung in € ergibt sich damit insgesamt

U=0=w bei z=0 (2.41)
sowie hy =w — 7 - Vh+ Qkg (2.42)
und p=—yAh—(1+&g(r)I(h) bei z=h(rt). (2.43)

Dabei wurden die Faktoren N™:= (1+2(Vh)2)™ ebenfalls in ¢ entwickelt, sodass

N"=1+0() Vn.
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Zur Losung des Gleichungssystems ([2.37)-(2.39)), (2.41))-(2.43)), wird Gl. (2.37)) zunéchst
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen zweimal von 0 bis h in z integriert:

hE) () .2 B
U= / / [Vp - Go(a,O)T] dzdz = (? - hZ) [VP - GO(O%O)T] : (2.44)
0 0

In Gl (2.38)) wird ein unbestimmtes Integral in z mit einer Integrationskonstante C' gelost,
die sich unter Bezugnahme auf die Randbedingung ([2.43|) direkt bestimmen lasst:

p=—Goz+C,
sodass mit gilt:
C = Goh —~ Ah — (14 &g(M)II(R)
= p=—yAh—(1+E&(M)II(h) + Go(h —2). (2.45)

Weitergehend kann die Kontinuitatsgleichung (2.39) ebenfalls in z von 0 bis A integriert

werden, sodass
h(7) . h(7) .
w:—/ [Vﬁ] dz:—V-/ Udz—i—f)’L:h-Vh. (2.46)
0 0

Setzt man den gefundenen Ausdruck ([2.46) fiir w in die kinematische Randbedingung ([2.42)

ein, erhalt man
ht:—V-/ vdz 4+ Qxg = -V - J + Qg . (2.47)
0

Dabei wird der zunéchst allgemeine zweidimensionale Fluss iiber

. h(7)

J(7t) = / F(7® ) dz (2.48)

0

definiert.

Schlussendlich kann das Geschwindigkeitsfeld ¢ in Gl. (2.47) bzw. (2.48) durch den
Ausdruck (2.44)) ersetzt und das Integral gelost werden. Weitergehendes Einsetzen der
Bestimmungsgleichung ([2.45)) fiir den Druck p ergibt

3

he= V- {% V(7 Ak + (14 Eg(M)TIR) = Goh ) + Go(e,0)" | } + Q. (2.49)

Die so definierte quasi-lineare partielle Differentialgleichung vierten Grades liefert ein
erstes zusammenfassendes Ergebnis des hier eingefithrten Diinnfilm-Modells. Da der orts-
unabhingige Derjaguin-Druck II(h) ausgehend von GI. zunichst in allgemeiner
Form geméf Gl. vorliegt, wurde dieser — wie bereits erwdhnt — zunéchst ad hoc
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gemék des Drucks p skaliert. Durch eine Reskalierung der Form
t = [9han/2508]E k= [halh 7= [\/3/5ha/0c1] T
Go = [5657/3hie]Go = [faV/5/3]a  Qke = [25047/9]Qxe (2.50)

werden die dimensionslosen Grofen mit der Hohe der Adsorptionsschicht hy und dem
Gleichgewichtskontaktwinkel 6g; — und damit A und B — in Relation gebracht. Dabei sind
die dimensionslosen Grofsen analog zu Tab. mit Tilden gekennzeichnet. Der zunédchst
allgemein eingefiihrte Kleinheitsparameter ¢ kann somit zu ¢ = (9(;1\/5/_3 spezifiziert
werden, sodass auch der Derjaguin-Druck II(h) folglich in einer entdimensionalisierten
Form

1 1
II(h) = 7 + 76 (2.51)
vorliegt. Um die Gleichung zuriick in ihre dimensionsbehaftete Form zu iiberfiihren,

miissen also zunéchst die Konstanten A und B und damit hx und 0q; spezifiziert und die
physikalischen Grofen gemaft Tab. zuriick skaliert werden.

Die Entwicklungsgleichung fiir das Hohenprofil eines diinnen Films — die sogenannte
Diinnfilm-Gleichung — ergibt sich nach Anwendung der Reskalierung (2.50) auf Gl. (2.49)

schlussendlich zu

Oh(Tt S o
gt ) = -V - J(rt) + Qkg,
mit dem Fluss J(7t) = Q(h) [677(77') + )Z'] ,
h3
der Mobilitdit Q(h) = 3 (2.52)
dem Druck P(r) = Ah+ (1 + &g(7)IL(h) — Goh

und der Triebkraft X(h) = Go(a,0)T .

Die Kondensation Qkg wird in GI. spezifiziert. Neben dem Laplace-Druck Ah und
dem lokalen Derjaguin-Druck (1 + £g(7))II(h) kann der Term —Goh als hydrostatischer
Druck identifiziert werden. Dieser hat die grofste Potenz von h und ist fiir hinreichend
diinne Filme zusammen mit dem Faktor Gy, der typischerweise zu Gy = 1072  gewihlt
wird, ebenfalls klein. Im Rahmen der Rechnungen im Ergebnisteil dieser Arbeit wird dieser
Druckterm also vernachlassigt. Fiir Systeme, in denen die Filmhohe {iber dem Substrat
sehr grofie Werte annehmen kann, ist der hydrostatische Druck dagegen essentiell und muss
beriicksichtigt werden. Ein Beispiel ist ein aus einem Fliissigkeitsbad gezogenes Substrat,
das in einem gezogenen Meniskus (engl.: dragged meniscus) an der Kontaktlinie resultiert

(s. Anh. B.6] u. [41} 6T} 158, 159, 192, 198]).
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Die Mobilitit Q(h) = h3/3 resultiert hier direkt aus der Haftbedingung an der
Substrat-Fliissigkeit-Grenzflache, die in GI. eingeht. Alternativ kann eine sogenannte
Schlupflinge (engl.: slip length) an der Grenzflache eingefiihrt werden, sodass die Mobilitét
im Wesentlichen durch weitere Terme mit niedrigeren Potenzen in h erweitert wird
[20, 57, [80), 134]. Diese Félle werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit allerdings nicht
weiter betrachtet.

Der Kondensationsterm Qg wird dariiber hinaus bis zu diesem Punkt als allgemein
aufgefasst. Fiir eine vollstdndige Definition der Diinnfilm-Gleichung kann dieser durch

verschiedene Ansétze spezifiziert werden [176]. Der im Rahmen dieser Arbeit verwendete
Ansatz wird in Kap. erlautert.

2.1.6 Berechnung von Geschwindigkeitsfeld & Dissipation

Die gewonnene GI. beschreibt die zeitliche Entwicklung des zweidimensionalen
skalaren Felds h(7t) als Resultat einer inneren Dynamik und enthélt folglich keine expliziten
Informationen bzgl. des zugrunde liegenden Vektorfelds ¢®) (7®) = (4(7®),w(7®)T.
Dennoch kann das zweidimensionale Geschwindigkeitsfeld #'(7(®)) ausgehend von Gl.
fiir ein bekanntes Hohenprofil direkt berechnet werden:

—

F(7®) = (%2 - zh(F)) [VP(F) + )Z] . (2.53)

Die dritte Komponente des Felds kann dann mithilfe der Kontinuitdtsgleichung (2.39)
bestimmt werden:

w:—/[ﬁ-ﬁ} dz. (2.54)

Mit dem in Gl (2.52)) spezifizierten Druck ergibt sich unter Vernachlédssigung des hydro-
statischen Terms also insgesamt:

7= (%2 - hz) [ﬁ (AR + (1 + Eg(P)II(R)) + Go(a,0)T (2.55)

T
und 76 = (17,—/ [617] dz> : (2.56)

Ausgehend von dem in GIl. (2.55) bzw. (2.56) bestimmten Geschwindigkeitsfeld kann
dartiber hinaus die lokale Dissipation D(7,t) innerhalb eines Fliissigkeitsfilms mit dem

Hohenprofil A(7,t) berechnet werden. Bezugnehmend auf den viskosen Term

rvo=1 (ﬁ(i’»)g(i’)) I (§<3>g<3>)T> = ey , (2.57)

1 (0v;  Ov;
it e = = i YY 2.58
mit e Q(axj_l—ami) ( )
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des Spannungstensors 7 in Gl. ([2.4]) ergibt sich die lokale viskose Dissipation (engl. viscous
dissipation of energy) in drei Dimensionen nach [2] zu

Dsp (F —2772 eij)? = n[2ul + w2 + w2 +v2 + 202 + v’

+ w2 + w) + 2w? + 2 (uyvy + uawy + vowy) | (2.59)

Dabei bezeichnet e;; den Dehnungstensor. Das so berechnete Feld enthalt also bspw.
Informationen iiber die Bereiche innerhalb eines rutschenden Tropfens, in denen viel oder
wenig Energie in Form von Reibung dissipiert, d.h. umgesetzt, wird.

Die zu den Geschwindigkeitsgradienten proportionalen Terme sind nach der in Tab.
eingefiihrten Skalierung von Ordnung O(g?), O(e*) und O(£%). Unter Vernachlissigung
von Termen der Ordnung O(e*) und héher vereinfacht sich der Ausdruck fiir die Dissipation
zu

Dap (PP t) = u? +0? = 5, (F3))2. (2.60)

Dabei wird die Viskositat n in die oben beschriebene Skalierung absorbiert. Zur Visuali-
sierung der lokalen Dissipation im Ergebnisteil dieser Arbeit wird weitergehend tiber die
dritte Raumdimension integriert, sodass sich eine zweidimensionale Projektion berechnen
und darstellen lasst:

/ Dyp (7O 1) dz = /Ohm 7,(F®)2dz = Q(h) [ﬁp(f’) + 2]2 . (2.61)

Mit dem in Gl. (2.52)) gegebenen Druck sind die im spéteren Verlauf relevanten Grofen
dann insgesamt durch

pipy = [ﬁ (Ah + (14 £g(F)TIR)) + Go(a,0)T] (2.62)

und D[h] := /D(F,t)df' (2.63)

gegeben. Dabei ist D[h] die globale Dissipation — d.h. die Gesamtdissipation auf einem
Gebiet €2 — oder, um das Beispiel des rutschenden Tropfens aufzugreifen, ein Mafs fiir die

Gesamtenergie, die in Reibung umgesetzt wird.
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2.2 Freie Energie & Gradientendynamik

Die Diinnfilm-Gleichung kann neben der Darstellung als partielle Differentialglei-
chung in Variationsform (engl.: variational form) ausgedriickt werden [27, [85], T15], 176, [177].
Dabei wird der Druck P(7) als Variation eines Funktionals F[h| aufgefasst, das einer ther-
modynamischen Freien Energie entspricht. Man findet:

he = j{@(hﬁ {%ﬂ—@(h)%} " m&h]wml. (2.64)

Vv Vv
konservierter Anteil nichtkonservierter Anteil

Dabei ist die Freie Energie wie folgt definiert:

]—"[h]::/ﬂ [%(ﬁh)QnLV(h)} dar,

1 1
i =(1 —— = . 2.
mit V(R) = (14 €909) |~z + 575 (2.65)
Der erste Term, der einer Oberflachenenergie entspricht, resultiert in dem an der Fliissigkeit-
Gas-Grenzfliache auftretenden Laplace-Druck. Die Néaherung der Kriitmmung im Sinne der
Diinnfilm-Gleichung entspricht dabei der entsprechenden Néherung des Oberflachenele-
ments ds, d.h.

— 1 —
FLaplace[R] = / ds = / \/ 1+ (Vh)2di ~ / §(Vh)2df. (2.66)
Q Q Q

Der zweite Term ergibt sich direkt aus der Benetzungsenergie in Gl. . Die so definierte
Gl lasst sich insgesamt in einen konservierten und einen nichtkonservierten Anteil
aufspalten. Sind Fliisse durch die Grenzfliche h ausgeschlossen, in dem Kondensation
und Evaporation vernachléssigt werden, verschwindet der nichtkonservierte Anteil der
Gleichung und das Fliissigkeitsvolumen, d.h. die mittlere Filmhohe

1
ho =~ [ har )
. Q/Q 7 (2.67)

definiert eine zeitliche Erhaltungsgrofse.

Weitergehend ist h und damit auch Q(h) positiv semidefinit, sodass das oben beschrie-
bene konservierte System einer Potentialdynamik bzgl. der Potentialfunktion F[h] — dem
Ljapunow-Funktional des Systems — unterliegt. Anschaulich wird h mit der Zeit also derart
variiert, dass F[h] stets minimiert wird.

Die Kondensation wird hier als Druckdifferenz zum externen Druck eingefiihrt und
mit einer Rate fkg sowie dem chemischen Potential der Dampfphase kg beschrieben.
Anschaulich bedeutet dies, dass Fliissigkeit verdampft oder kondensiert, bis der Druck P(7)
den externen Druck ugg erreicht hat [4 5] 6, 58, 109, 126], 143, 149] 177, 185, 190]. Die
Abhéngigkeit vom lokalen Druck impliziert dabei Kondensationseffekte sowohl geméf des
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Kelvin-Effekts, d.h. durch die Kriimmung der Fliissigkeitsoberfliche [139] [189], als auch
gemaéls der Benetzungseigenschaften des Substrats. Alternative Ansétze der Kondensation
— z.B. durch Einbezug der Diffusion in der Gas-Phase [49, 51}, 54] — werden in [I76]
zusammengefasst.

Fiir die Diinnfilm-Gleichung mit der hier definierten Kondensation ergibt sich dann

insgesamt:

3

- (h
ht:_V{

) [673(77) + Go(a,O)T} } + OkE [73(77) - #KE] ;

mit  P(F) = Ah+ (1 + £g(7)II(R) . (2.68)
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2.3 Numerische Herangehensweisen

In diesem Unterkapitel wird ein kurzer Uberblick der verwendeten numerischen Methoden
und Herangehensweisen gegeben. Fiir die numerische Analyse wird die quasi-lineare partielle
Differentialgleichung vierten Grades unter Vernachlissigung des hydrostatischen
Drucks zunéchst in zwei Gleichungen zweiten Grades aufgeteilt:

0=Ah+(1+&(M)IIh) —u (2.69)

und hy = -V - {Q(h) [ﬁu + )Z} } + Bxe|u — pxE)] - (2.70)
Die erste Gleichung entspricht dabei einer Bestimmungsgleichung eines neuen Felds u(7) ,
das dem Druck P(7) entspricht. Die zweite Gleichung definiert dann als quasi-lineare parti-
elle Differentialgleichung zweiten Grades die eigentliche Zeitentwicklung des Hohenprofils A.
Ein wichtiger Aspekt dieser Arbeit ist die effiziente Kombination von numerischer Kontinu-
ierung zur Untersuchung des statischen Problems und direkter numerischer Zeitsimulation

zur Betrachtung der Dynamik. Sowohl Kontinuierung, als auch Zeitsimulation basieren
auf der Finite-Elemente-Methode (kurz: FEM) [107].

2.3.1 Kontinuierung

Alle Ergebnisse der numerischen Kontinuierung werden mit dem MATLAB-Paket PDE2PATH
gewonnen [48], 193]. Das allgemeine numerische Gebiet Q = [—[,/2,0,/2] x [—1,/2,l,/2]
wird dabei in ein uniformes Gitter aus N, x IV, Elementen diskretisiert. Als Elemente
werden Lagrange-Dreieckselemente der Ordnung 1 verwendet. Die rdumliche Auflosung im
Rahmen der Kontinuierung wird dabei stets zu [, /N, = [,/N, = 0,78125 gewahlt.

Um stationére Zusténde, d.h. Losungen mit h; =0, des Gleichungssystems —
im Parameterraum zu verfolgen, wird eine Pseudo-Bogenlingen-Kontinuierung
(engl.: pseudo-arclength continuation) |23, 45, [46l, 47, O7] angewandt, im Zuge derer ein
klassisches Newton-Verfahren genutzt wird [44]. Dabei miissen bewegte Losungen mit
X # 0 natiirlich zunéchst in ein mitbewegtes Bezugsystem iiberfithrt werden (s. Kap.
u. Anh. A.1).

Im Allgemeinen kann ein n-dimensionales dynamisches System mit einem beliebigen
Kontrollparameter X fir stationdre Zustdnde X = (X;,Xs,...,X,,) geschrieben werden
als

(X)) = 0= Gy(X.)\). (2.71)

So kann bspw. fiir GL. (2.69)-(2.70) mit n = 2 eine stationdre Losung (h,u) mit
(hyu); =0 als Zustand (Xl(o),Xéo),)\(O)) := (u,h,\) definiert werden.

Weitergehend kann gezeigt werden, dass jede regulidre Losung der stationdren Glei-
chung Teil einer eindimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M von Losungen —
ein sogenannter Losungsast — im Parameterraum ist [97|. Unter dieser Annahme kann das

Prinzip der natirlichen Kontinuierung (engl.: natural continuation) anschaulich zunédchst



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

29

Natiirliche Pseudo-
Kontinuierung oy Bogenlangen- =
4 X G+1) A X (G+1)
> d Kontinuierung .
=) (J+1)
= 1 v o
:
= X )

Kontrollparameter \ Kontrollparameter \
ABBILDUNG 2.6: Schematische Darstellungen einer Iteration in der natirlichen Kontinuierung (links) und
Pseudo-Bogenlingen-Kontinuierung (rechts). In beiden Verfahren wird ausgehend von einer Startlésung X (0)
eine Testlosung X+ (®) tangential zum Lisungsast M berechnet, die durch das Newton-Verfahren — dargestellt
durch den grauen Pfad — auf die exakte Losung X+ (@) relaziert wird. Durch die Erweiterung des zu lésenden
Systems wird der Kontrollparameter im Zuge der Pseudo-Bogenlingen-Kontinuierung ebenfalls durch das Newton-
Verfahren variiert, sodass Richtungswechsel in A und Verfolgungen des Astes tiber Sattel-Knoten-Bifurkationen
hinaus maoglich sind.

wie folgt erklart werden (vgl. Abb. : Ausgehend von der bekannten stationédren Losung
X0 = (u© p) AG) = \(0)
vektor (X G N =X /(\j ) ein Schritt der Lange AY) in positive oder negative A-Richtung

zu einem Kontrollparameter wird mit dem Tangential-

initiiert, sodass sich eine Testlosung

XU+ — xG) 4 Ay (X D) (2.72)
bzgl. des neuen Parameterwerts AU+D = A0 + AU ergibt. Der Tangentialvektor v(X ()
kann dabei fiir Gleichungssysteme der Form (2.71)) in jedem Punkt j tiber Differentiation
bestimmt werden:

dGi(X(j) 7)\(j))

) = (Gi)x XY + (Gy( XD AD)),

0= (2.73)

(Gi(XD D)),

= —
A (Gi)X(J')

= (XY, (2.74)

Ist die Testlosung X1 bekannt, kann diese durch eine klassische Newton-Methode
auf die exakte Losung XY relaxiert werden. Dabei kann die Relaxation bei fixiertem

Kontrollparameter als senkrechter Pfad in der (X,\)-Ebene veranschaulicht werden (s.
Abb. , links). Insgesamt ergibt sich damit ein rekursiver Algorithmus der Form:

PN (X(j),)\(j))

L gU+D

\___ (X(j-‘rl)’)\(j-i-l)) y

N S CONNONSCIN

Newton-Verfahren ;
N X (J+1)

AGHD — A 4 AD)

(Pradiktor)

(Korrektor)
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Dieser erlaubt eine sukzessive, d.h. iterative, Berechnung des Losungsastes. Die Schrittweite
AY) wird dabei durch eine zusétzliche Schrittweitensteuerung (engl.: step-size control)
angepasst, sodass diese bspw. im Falle eines nicht — oder nur langsam — konvergierenden
Newton-Verfahrens reduziert wird. Vorzeichenwechsel, d.h. Anderungen der Richtung,
sind dabei allerdings nicht ohne Weiteres mdglich. Richtungswechsel des Losungsastes im
Parameterraum, die im Fall einer Sattel-Knoten-Bifurkation auftreten, konnen daher nicht
durch die natiirliche Kontinuierung verfolgt werden.

Um Losungséste iiber eine Sattel-Knoten-Bifurkation hinaus — d.h. in Bereichen, in
denen zu einem gegebenen A\ zwei oder mehr unterscheidbare Losungen existieren — eindeutig
verfolgen zu konnen, wird zunéchst die Bogenlinge s als neuer Parameter eingefiihrt. Der
Kontrollparameter A wird dariiber hinaus als freier Parameter mit der Losung X in einem

neuen Losungsfeld Y zusammengefasst:
Y = (X,\). (2.75)

Um weiterhin ein eindeutig bestimmtes Gleichungssystem zu erhalten, wird G(Y') ebenfalls
durch eine Bedingung, d.h. durch die zunéchst allgemeine Gleichung ¢(Y,s) =0, erwei-
tert. Fiir kleine Schritte A im Kontrollparameter A\ und somit ebenfalls kleine Schritte S
in der Bogenldnge s ergibt sich die lokale Naherung

(AX)? 4+ A* = S? (2.76)
fiir die Schritte AX in der Losung. Damit kann weitergehend

. .
(j))Xm )

(AX)? = (XUtD — X S

S~ (XUt - XWX, S (2.77)
AGHD G

sowie AZ = (AUHD _ \U)) 5

S~ (AU — \U)\ S (2.78)
gendhert und die zuséatzliche Bedingung wie folgt abgeleitet werden:
g(V,s) = (XUHD — XU X, 4 (AT — N0\, - §=0. (2.79)
Das zu losende System ist damit also insgesamt gegeben durch:
F(Y,s) = (G(Y),9(Y,s)) =0. (2.80)

Die grundsitzlichen Uberlegungen und der rekursive Algorithmus kénnen analog zur
natiirlichen Kontinuierung auf das so definierte erweiterte System mit dem Parameter
s, der Losung Y und der Gleichung F(Y,s) = 0 angewandt werden, sodass eine
Pseudo-Bogenlangen-Kontinuierung — auch Keller-Methode genannt — durchgefiihrt wird.
Anschaulich wird, wie in Abb. dargestellt, der Kontrollparameter bei der Relaxation
durch das Newton-Verfahren mit variiert, sodass auch Richtungswechsel in A mdglich sind.
Dabei findet die Relaxation auf die exakte Losung nicht senkrecht in der (X,\)-Ebene,
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sondern aufgrund des gewédhlten Ansatzes der Bogenlédnge in GI. orthogonal zum
Tangentialvektor v/(X ) statt. Das hier gezeigte Verfahren kann dariiber hinaus zur Moore-
Penrose-Kontinuierung erweitert werden, im Zuge derer die Richtung der Relaxation nach
jedem Schritt des Newton-Verfahrens angepasst wird [97].

Fiir Systeme, die durch allgemeine Nebenbedingungen erweitert werden, kann dieses
Schema der gleichzeitigen Erweiterung durch eine Bedingung, d.h. Gleichung, und eines
freien Parameters ebenfalls angewandt werden. Da fiir das in dieser Arbeit betrachte-
te System bspw. die zeitliche Volumenerhaltung der Ausgangsgleichung fiir eine
Verfolgung stationédrer Losungen nicht gilt, muss diese durch die Nebenbedingung

1
0= —/hdF—hO (2.81)
Q Jo

explizit implementiert werden. Dabei wird der Gleichung ein nicht physikalischer Parameter
hinzugefiigt, der automatisch wiahrend der Kontinuierung klein gehalten wird (s. Anh. B.5).
Weitergehend sind Translationsmoden in translationsinvarianten Systemen — z.B. Gl. —
(2.70) mit periodischen Randbedingungen — zu unterdriicken. Andernfalls ergibt sich neben
dem zu verfolgenden Losungsast ein kontinuierliches Spektrum verschobener Losungen mit
aquivalenter Morphologie, sodass eine eindeutige Verfolgung des Astes unmoglich wird.
Dies wird in zwei Raumdimensionen durch zwei weitere Nebenbedingungen gewéhrleistet,
die die Projektion der Losung im Schritt j auf die Translationen der Losung im Schritt

j — 1 auf null setzen:
0= / h(j)h(xj_l) dr = / h(j)h?(f_l) dr. (2.82)
Q Q

Der korrespondiere Parameter in der zugrunde liegenden Gleichung ist fiir diese Art der
Nebenbedingung bspw. durch eine Advektionsgeschwindigkeit gegeben (s. Anh. B.4).

Zur numerischen Bestimmung der linearen Eigenwerte ;1 und zugehorigen Eigenfunk-
tionen &(7) einer stationdren Losung h(7) wird das lineare Eigenwertproblem

0= (L[h] — p)E (2.83)
gelost. Der lineare Operator L[h] ist dabei durch

LIR)E = = V- [EQu(R)V [ A+ (1+ Eg(F)TI(R)]

+ QU AE + (14 &g (RE] + nf | (2.84)

gegeben und wird dartiber hinaus im Rahmen der numerischen Kontinuierung zur analyti-
schen Bestimmung des Tangentialvektors genutzt.

Weitere Details zum Aufbau der MATLAB-Programme und Kontinuierungsprozesse
mit PDE2PATH sowie zur Implementierung der in dieser Arbeit betrachteten Gleichungen
konnen dem im Anh. B befindlichen Miinsteranian PDE2PATH Tutorial und der
offiziellen PDE2PATH-Anleitung [48, 193] entnommen werden.
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2.3.2 Direkte Numerik (Zeitsimulation)

Die Ergebnisse der direkten numerischen Zeitsimulation werden im Rahmen des open source
C++ frameworks DUNE-PDELAB erzeugt [11], 12, 13| 26]. Aufbauend auf die grundsétzliche
Implementierung der Diinnfilm-Gleichung durch Markus Wilczek und Walter Tewes (s. z.B.
[56], 197, 198]) wird die Gleichung geméfs Gl. oder (2.69) mit (2.70)) im Wesentlichen
durch den Kondensationsterm erweitert.

Die Ausgangsgleichungen werden dabei in ihrer schwachen Formulierung mit allgemeinen
Testfunktionen ¢, und ¢, implementiert. Die schwache Formulierung des Modells mit
periodischen Randbedingungen ist dabei wie folgt gegeben:

0= /Q ~Vh - Vo + (1 + Eg(P)I(h) g, — up, dF (2.85)

0=— [ hiendr+ [ @UTu-Fon+ X ion+ e lufin + pe] a7 (250
Q Q

Auch im Rahmen der Zeitsimulation wird das Gebiet Qin N, x N, &quidistante Elemente
diskretisiert. Hier werden quadratische Lagrange-Elemente der Ordnung 1 genutzt. Die
Auflésung wird dabei fiir einzelne Tropfen zu [,/N, = [,/N, = 1,56250 und fiir die
Ensembles zu  [,/N, =1,/N, = 3,90625 gewéhlt. Die iterative Zeitintegration wird mit
einem impliziten Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung durchgefiihrt.

Weitere Details zur Implementierung der Diinnfilm-Gleichung in das framework DUNE-
PDELAB werden in [196] gegeben.
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Entnetzung auf horizontalen

homogenen Substraten

7 Simplicity is the most deceitful mistress

that ever betrayed man. "

- HENRY ADAMS,
The Education of Henry Adams, 1907.

D em ersten in dieser Arbeit analysierten System unterliegt ein glattes horizontales
Substrat, dessen Oberflache eine homogene Benetzbarkeit aufweist. Weitergehend
wird fiir die Untersuchung von Entnetzungsprozessen eine nicht fliichtige Flissigkeit (engl.:
non-volatile liquid) angenommen. Des Weiteren werden die Schichtdicken als hinreichend

klein angesehen, sodass der hydrostatische Druck vernachlassighbar ist. Im Sinne der

Diinnfilm-Gleichung (2.52)) bedeutet dies:

Triebkraft: a—-0 = x —0,
Kondensation: bkg - 0 = Qg — 0, (3.1)
Benetzbarkeit: E—=0 = P — Ah+1(h).

Insgesamt ergibt sich also die Entwicklungsgleichung

he=—V - {Q(h)ﬁ[amn(h)]}. (3.2)

Diese kann fiir stationédre Losungen A mit h; =0 durch zweimalige rdumliche Integration

wie folgt vereinfacht werden:
0=Ah+1II(h)+pu=P+p. (3.3)

Dabei entspricht die erste Integrationskonstante einem Fluss durch die Rénder des betrach-
teten Gebiets und ist fiir horizontale Substrate ohne extern aufgepriagten Fluss gleich null.
Die zweite Integrationskonstante p # 0 entspricht hier dem Lagrange-Multiplikator der
Volumenerhaltung.
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3.1 Analytische Rechnungen

3.1.1 Lineare Stabilititsanalyse

Damit ein zunéchst flacher Film der Hohe hq, der fiir beliebiges hg eine stationire Losung
von Gl. (3.2)) darstellt, einen spontanen Entnetzungsprozess durchlduft, muss dieser linear
instabil gegeniiber infinitesimalen Storungen sein. Setzt man den Storungsansatz

h(7t) = ho + € exp [5(1_5)75 +ik - 77] + c.c. (3.4)
in die Entwicklungsgleichung (3.2) ein, erhilt man nach Entwicklung bis O(e) (s. Anh. A.1)

BRI = =QUho) R |2 = ke (ho)?] | (3.5)

mit kkrit(ho) = \/Hh(ho) = \/—th(ho) = 34 — 77 (36)

Betrachtet man zunéchst die Funktion ki (ho) , ergibt sich eine Nullstelle bei  hy = 2
(s. Abb. . Fiir Werte hg > /2, sodass Kk > 0, wird diese Grofe im Folgenden
als kritische Wellenzahl bezeichnet. Fiir  hy < V2 ist kit dagegen rein imaginar
und daher fiir Strukturbildungen nicht relevant. Betrachtet man die Wachstumsrate
B(|k|), ist diese fiir hy < /2  stets negativ, sodass die homogene Losung  h(7,t) = hq
linear stabil ist (s. Abb. . Der Fall hg = \3/5, sodass kit = 0, resultiert in
einem marginal stabilen Film. Fiir  hy > ¥/2 ergibt sich ein Intervall (0,kkrit) , in dem

N
o

_,
\.Pﬂ
@)

1

Wachstumsrate 3(|k|)/10~2
(@]
=

~
]
1

1
N
e}

0,1 0,2 0,3 0,4 Krit
Wellenzahl |k|

=
s}

ABBILDUNG 3.1: Wachstumsrate B(|k|) infinitesimaler Stérungen & exp [B(\EDt—i— ik - 7] + c.c.  auf homogenen
Lésungen verschiedener Filmhohe ho . Gezeigt ist der linear stabile Fall ho = 1,1 < ¥/2 in blau, der marginal
stabile Fall ho = /2 in schwarz und der linear instabile Fall ho = W > /2 in rot. Letzterer ist
dariiber hinaus der Grenzfall mazimaler kritischer Wellenzahl = kiyiv = kg = 0,4919 (@) . Der marginal stabile
Fuall zeichnet sich des Weiteren durch einen Bereich 0 < |E\ <0,1 aus, in dem |B] <1072,
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krit
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<
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ABBILDUNG 3.2: Stabilitatsdiagramm in der (ho,kwrit)-Ebene. Die kritische Wellenzahl kwrit (ho) (rot) definiert
einen linear instabilen Parameterbereich fiir einen homogenen Film der Héhe ho bzgl. Stérungen mit Wellenzahlen
k| < kit . Fiir eine spezifische Stirung der Wellenzahl —|k| =1/4 lisst sich bspw. ein festes Intervall (O) aus
instabilen Filmhohen ho berechnen und ablesen. Des Weiteren ist die Wellenzahl kmax = kkm/\/ﬁ mazimaler
Wachstumsrate in blau dargestellt.

6] (\E\ € (0,kiit)) > 0 gilt. Die homogene Losung ist also gegeniiber Stérungen aus einem
kontinuierlichen Band aus Wellenzahlen linear instabil. Da der linear instabile Bereich
ausgehend von |E| =0 anwichst, wird das vorliegende Szenario auch als langwellige
Instabilitdt bezeichnet (vgl. [38]). Fir die Cahn-Hilliard-Gleichung kann ein vergleichbares
Szenario festgestellt werden [32] B3, 120]. Ein prominentes Beispiel fiir eine kurzwellige
Instabilitdt, d.h. ausgehend von |E\ # 0, ist bspw. durch die Swift-Hohenberg-Gleichung
gegeben (s. Anh. B.4 u. [170]).

Zweidimensionale Muster ergeben sich durch Uberlagerungen von n Stérungen gemif
Gl (3-4) mit Wellenvektoren k; , sodass allgemein

—

h(rt) =ho+¢ Z exp [B(Ez)t + k; - 7| + c.c. (3.7)
i=1

gilt. Die lineare Stabilitéit oder Wachstumsrate 3(|k|) bzgl. einer Wellenzahl |k| bezieht
sich also zunéchst auf eine der in GI. iiberlagerten ebenen Wellen. Da in den fol-
genden Kapiteln neben eindimensionalen Streifen (n = 1) ausschlieflich quadratische
(n=2, ky = Eg) und hexagonale (n =3, by =ky = Eg) Muster analysiert werden,
konnen die Wellenzahlen allgemein durch  |k| = |k;| ausgedriickt werden. Die betrags-
mifige Wellenzahl eines zweidimensionalen Musters ist also nicht durch eine Uberlagerung
der betreffenden Wellenvektoren, sondern durch den Wellenvektor jeder der ebenen Wellen
gegeben. Neben der Klassifizierung iiber die hier angewandte lineare Stabilitdtsanalyse
wird das Kriterium der Ljapunow-Stabilitit herangezogen [147]. Wie in Kap. erwahnt,
existiert mit der freien Energie F[h] ein Ljapunow-Funktional, das stets minimiert wird. Da
die als linear stabil klassifizierten Losungen mit hy < +/2 nicht zwangsliufig globale
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Minima der Freien Energie darstellen, sind diese zwar gegeniiber infinitesimalen Stérungen
stabil, konnen allerdings durch hinreichend grofse Storungen in energetisch giinstigere
Zusténde tibergehen und werden daher als metastabil bezeichnet. Analog zu Entmischungs-
prozessen, wie sie bspw. durch die Cahn-Hilliard-Gleichung beschrieben werden, kann dieser
Fall auch als Entnetzung durch Nukleation bezeichnet werden [25] [76], [77, [164] [184] [186].
Fiir Filme mit hg > /2 liegt neben dem energetischen Kriterium allgemein auch eine
lineare Instabilitdt vor, sodass man von spinodaler Entnetzung spricht.

Anschaulich ausgedriickt muss eine Entnetzung stattfinden, wenn der Film linear
instabil ist. Ist der Film linear stabil mit einem koexistenten entnetzten Zustand geringerer
Energie, kann eine Entnetzung stattfinden, falls eine geeignete Modulation des Films
auftritt. In realen Systemen kann angenommen werden, dass eine Nukleation durch
stochastische Fluktuationen spontan induziert werden kann [141], [156]. Im Experiment
wird also in beiden Fillen eine Entnetzung — ohne kiinstliche Storung — stattfinden. Die
charakteristischen Zeitskalen und Dynamiken dieser Prozesse sind allerdings deutlich
voneinander zu unterscheiden.

Die dominierende Storung ist im Fall der spinodalen Entnetzung durch die Wellen-
zahl  Kpax = Kkrit/ V2 mit maximaler Wachstumsrate 3 gegeben. Diese ist ebenso wie
die kritische Wellenzahl ki, eine Funktion von Ay und nimmt fiir hg = W den

Maximalwert
max 6 24
ke =3 = ~ 0,4919 (3.8)

an, wie in Abb. [3.2] dargestellt.

3.1.2 Schwach nichtlineare Stabilitdtsanalyse

Zur Untersuchung der schwach nichtlinearen Dynamik und Statik konnen in der Néhe
der Bifurkationen Amplitudengleichungen fiir die dominanten Moden hergeleitet werden.
Diese liefern analytische Losungen, mithilfe derer die numerischen Ergebnisse, d.h. die
lokale Topologie der Losungséste, iberpriift werden kénnen. So ist bspw. der sub- oder
superkritische Charakter der Pitchfork-Bifurkationen (dt.: Heugabel-Bifurkationen) fir
verschiedene Streifen- und Tropfenmuster analytisch bestimmbar, in dem die Gleichung
der dominanten Amplitude in die Normalform der Pitchfork-Bifurkation gebracht wird.

Der allgemeine Ansatz fiir das Hohenprofil h(z) und das chemische Potential p im
stationédren Fall ist dabei zundchst in einer Raumdimension durch

3
h(x) = ho + %K + Za"An exp [inkz] +c.c. sowie = g+ 2 py (3.9)

n=1

gegeben. Dabei ist x die Variation der mittleren Filmhohe hy als primérer Parameter,
sodass die betreffende Bifurkation bei x = ps = 0 lokalisiert ist. Die Grofsen A,
reprasentieren dabei die zu den superharmonischen Storungen der Ordnung n zugehorigen
Amplituden — hier als reell angenommen. In der allgemeinen Vorgehensweise der in
Anh. A.2 durchgefithrten Rechnung wird nun der Ansatz in die betreffende stationére
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Gleichung eingesetzt und mit der Forderung, dass diese in allen Ordnungen von ¢ bzw.
unabhéngig fiir alle Terme ~ exp [inkz] erfiillt sein muss, gelost. Dabei werden die Terme
mit aufsteigender Ordnung sukzessive durch Projektion auf die betreffenden Moden
separiert und aufgelost. Fiihrt man die Rechnung in einer Raumdimension durch, ergibt
sich im Zuge der beschriebenen Vorgehensweise fiir die Amplitude der fundamentalen
Mode schlussendlich die Gleichung

1 [3Mpan(ho) | Hpn(ho)
\6 Hpn(ho) I, (ho)

-~

:= dg(ho)

0=rA; + A3 (3.10)

/

Vergleicht man dieses Resultat mit der Normalform der Pitchfork-Bifurkation, kann der
Koeffizient dg als relevante Grofse zur Bestimmung des sub- oder superkritischen Charakters
in Abhéngigkeit von hy und s als primérer Parameter identifiziert werden. Dabei ist die
Bifurkation subkritisch fiir 0 > 0 und superkritisch fir 65 < 0. Der Ubergang kann
mit der Forderung dg(ho) =0 zu

ho = \/1—19 [71 - 3@} ~ 1280 sowie hy— \/% [71 n 3@} ~ 1,747 (3.11)
bestimmt werden. Insgesamt ergeben sich fiir die Streifenlésungen also superkritische
Pitchfork-Bifurkationen fiir 1,289 < hy < 1,747 und subkritische Bifurkationen fiir
ho < 1,289  sowie hg 2 1,747.

Fiir eine analoge Rechnung in zwei Raumdimensionen und quadratische Tropfenmuster
wird der Ansatz in GL durch zwei orthogonale Wellenvektoren und deren Mischterme
erweitert (s. Anh. A.2). Nach einer analogen Rechnung ergibt sich damit ein mit den

Streifenmustern vergleichbares Ergebnis:

1 [9Mn(ho)  13I04(ho)
0=krA; + =
"6 | (ko) 11, (o)

N

A3 (3.12)

= gg(ho)

Véllig analog liefert auch in diesem Fall das Vorzeichen von dq(hg) eine Aussage iiber den
sub- oder superkritischen Charakter der Bifurkation. Die Nullstellen berechnen sich dabei

zu

1 5/ 1
ho = \3/& [353 - 18\/5] ~ 1,343 sowie hg = \3/& [353 + 18@] ~1,693. (3.13)

Damit ist der Parameterbereich superkritischer Bifurkationen im Vergleich zum eindimen-

sionalen Fall verkleinert.
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3.2 Kontinuierung

Betrachtet man die Gleichung stationérer Losungen , erfiillt eine homogene Losung
mit mittlerer Filmhohe hg stets die Bedingung II(hg) = —p  und ist damit analytisch
bestimmbar. Durch Anwendung von Kontinuierungsalgorithmen (s. Kap. kann diese
des Weiteren durch den funktionalen Zusammenhang unter Variation von p in der mittleren
Filmhohe verdndert und verfolgt werden.

Das Auftreten bzw. Abzweigen von nichthomogenen Losungen fiir verschiedene Film-
hohen héngt fiir ein endlich ausgedehntes Simulationsgebiet von den gewahlten Rand-
bedingungen ab. Im Unterschied zu einem unendlich ausgedehnten Gebiet, in dem der
Film gegeniiber einem kontinuierlichen Band aus Wellenzahlen (vgl. Abb. instabil
ist, sind in einem endlichen Gebiet nur Wellenzahlen méoglich, deren zugehérige Mode
die Randbedingungen erfiillt. Die kritische Wellenzahl ky,;; gibt fiir die entsprechende
Filmhohe hg also nicht zwangslaufig die dominante destabilisierende Mode, sondern eine
obere Schranke fiir die Wellenzahlen moglicher Stérungen und Muster an.

Die numerischen Rechnungen in diesem Kapitel werden allgemein auf Gebieten € =
[—1./2,1,/2] x [—1,/2,,/2] mit Neumann-Randbedingungen an allen Réndern, d.h.
Vih(F) =0 V 7 e 09, durchgefiihrt [64]. Dabei definiert V, den auf den Nor-
malenvektor des Rands projizierten Gradienten. Da sich Losungen auf diesem Gebiet
durch Spiegelung an den Gebietsrandern zu dquivalenten Losungen auf einem Gebiet
Qe = [—1;,0;] x [=1,,l,] mit periodischen Randbedingungen erweitern lassen [37], werden
zur Klassifizierung und Visualisierung der Losungen stets zuletzt genannt Aquivalente

genutzt.

3.2.1 Quadratische Tropfenmuster

Fiir quadratische Gebiete mit [, =, und den vorgegebenen Randbedingungen ergeben
sich zunéchst zwei Arten von primdren, d.h. direkt aus der homogenen Losung abzweigenden,
Losungsasten und Mustern:

Si: Quasi-eindimensionale Streifenmuster mit  |k| £ 0 und  |ko| =0

Qi:  Quadratische Tropfenmuster mit |E1| = |E2| #0

Die Wellenvektoren &1 und ks, sind dabei aufgrund der Randbedingungen stets orthogonal
zueinander. Die Analyse beschriankt sich im Rahmen dieser Arbeit also stets auf Streifen
und quadratische Tropfenmuster, sodass die Vektoren, wie in Kap. erwahnt, dariiber
hinaus betragsmafig gleich sind. Die fiir allgemeine rechteckige Gebiete auftretenden
rhombischen Muster werden dariiber hinaus in Kap. [3.2.2] beschrénkt auf den hexagonalen
Fall betrachtet.

Nimmt man zunéchst einen flachen Film mit hg = W , sodass ki, = ki, auf
einem Gebiet mit [, =, = 87 an, konnen alle unter Einbezug der Randbedingungen
moglichen Muster durch ihre Wellenzahlen bestimmt und in Abb. [3.3] bzw. Tab. [3.1]
dargestellt werden (vgl. Gl. u. Abb. . Die Ziffern bezeichnen dabei die Anzahl i
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ABBILDUNG 3.3: Wachstumsrate (rot) analog zu Abb. fdr ho = {/7/2. In schwarz sind die Wellenzahlen
der méglichen Streifen- und Tropfenmuster auf einem quadratischen Gebiet Q= [—1./2,1./2)> mit 1, =8«
und Neumann-Randbedingungen eingezeichnet.
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ABBILDUNG 3.4: Stabilitdtsdiagramm mit Bifurkationen (0) der Losungen S2/Q4 und Q8 aus der Kontinuierung
des homogenen Films. Die Filmhohen (0), an denen die Bifurkationen auftreten, lassen sich direkt aus Gl. (3.6))
mit der Bedingung  Kirit = |E| fir die entsprechenden Wellenzahlen der Muster analytisch bestimmen.

der Streifen oder Tropfen auf dem erweiterten Gebiet €2, sodass bspw. S2 eine Losung
mit zwei Streifen in €2, oder mit einem Streifen in 2 bezeichnet. Verfolgt man nun die
homogene Losung unter Variation von hg , findet sich zu jeder in Abb. gekennzeichneten
Wellenzahl eine Pitchfork-Bifurkation, an der eine oder mehrere Losungen abzweigen. Durch
die Kontinuierung in der mittleren Filmhohe hg wird die kritische Wellenzahl ki nach
Gl ebenfalls variiert. Verdndert sich der Wert von ky;; , wechselt die Wachstumsrate
B(|k|) eines gegebenen Musters und damit einer der Eigenwerte des linearen Operators des
Systems bei  kyy = |l§ | das Vorzeichen. Bezogen auf Abb. berechnen sich die Werte
von hy der Bifurkationen also analytisch direkt aus den Wellenzahlen der entsprechenden
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TABELLE 3.1: Schematische Darstellung der primdren Lésungstypen, Muster und Symmetrien auf einem qua-
dratischen Gebiet Q¢ = [—lm,l,c]2 mit ly, =8 bei ho= ¥/7/2. Aufgrund des quadratischen Gebiets und
der damit verbundenen Gleichberechtigung von x- und y-Richtung ergeben sich fir die gezeigten Streifenlésungen
jeweils dquivalente um 90° rotierte Varianten, die analog betrachtet werden kénnen.

Muster. Diese Relation ist exemplarisch in Abb. [3.4] fiir die zwei Wellenzahlen der Muster
Q8 und S2/Q4 dargestellt. Der relative Fehler zwischen analytischen und numerischen
Werten der Filmhohen an den Bifurkationen betrigt dabei maximal O(107*). Berechnet
man wiahrend der Kontinuierung die destabilisierenden Eigenwerte und identifiziert die
zugehorigen Eigenmoden, konnen diese bspw. an der Stelle hg = {/7/2 mit den
Wachstumsraten in Abb. [3.3] verglichen werden. Auch hier ergeben sich relative Fehler von
maximal O(107) .

Verfolgt man die an den priméren sub- und superkritischen Pitchfork-Bifurkationen
abzweigenden Losungséste der verschiedenen Tropfen- und Streifenmuster, zeigen sich die
in Tab. [3.1] schematisch dargestellten und kategorisierten Losungstypen. Dabei werden die
verschiedenen Translations-, Rotations- und Spiegelsymmetrien der Losungen wie folgt
bezeichnet:

T(Lx)’(y): Diskrete Translationssymmetrie bzgl. der kleinsten moglichen Trans-
lationsldnge L in z- oder y-Richtung

— dabei bezeichnet L =, —“ den kontinuierlichen Fall
R¥: Diskrete Rotationssymmetrie um den Winkel ¢ bzgl. 7= (0,0)"
S@Y):  Spiegelsymmetrie bzgl. der diagonalen Achse 1z =y

Um die verschiedenen priméren Aste darzustellen, zeigt sich die rdumlich gemittelte
absolute Abweichung ||0h|| des Hohenprofils h(7) von der mittleren Filmhohe ho als
geeignetes Losungsmalfs. Diese ergibt sich gemaf

1 . .
115k ::5/ IB(F) — ho| dF. (3.14)
Q

Vernachlissigt man zunéchst sekundére Bifurkationen, zeigt sich fiir die in Tab. [3.1] gelis-
teten Losungen das Bifurkationsdiagramm in Abb. [3.5] Die linear stabilen und instabilen
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ABBILDUNG 3.5: Zentrales Bifurkationsdiagramm der quadratischen Muster fiir ein Gebiet mit 1, =1, = 8r.
Die homogene Filmlosung ist durch die durchgezogene (linear stabil) bzw. gestrichelte (linear instabil) schwarze
Linie dargestellt. Die blauen und roten Linien zeigen die Aste der Streifen- und quadratischen Tropfenmuster,
deren lineare Stabilitdt hier zundchst nicht betrachtet wird. Die Vergroflerung zeigt die ersten sub- und superkritischen
Pitchfork-Bifurkationen (0) bei  ho < {/7/2. Die Bifurkationen bei ho > 4/7/2 sind subkritisch.

Abschnitte der homogenen Filmlésung sind dabei durch durchgezogene bzw. gestrichelte
schwarze Linien gekennzeichnet. Die lineare Stabilitdt der Streifen- und Tropfenlosun-
gen wird hier zunéchst vernachléssigt. In der Vergrofserung der ersten, d.h. bei Werten
ho < W auftretenden, Bifurkationen wird deutlich, dass die quadratischen Muster
Q stets subkritisch abzweigen. Die Streifenmuster S1 und S2 zweigen ebenfalls in einer
subkritischen Pitchfork-Bifurkation ab; die Losung S3 bifurkiert hingegen superkritisch.
Diese Ergebnisse entsprechen den analytischen Rechnungen in Kap. — so liegt die
erste Bifurkation fiir S2 bspw. mit hg ~ 1,285 gerade in der Nihe des Ubergangs
bei hy~ 1,289 wund die Bifurkationen der quadratischen Muster stets im vorhergesag-
ten subkritischen Parameterbereich. Die zweiten Bifurkationen, d.h. bei hg > W ,
sind stets subkritische Pitchfork-Bifurkationen, sodass sich zu groferen hg relativ grofie
Koexistenz-Bereiche von linear stabilem homogenen Film und den Losungen S1 und Q1
— im Folgenden als Multistabilititen bezeichnet — ergeben. Ein vergleichbares Verhalten
kann auch fiir Exponentialansitze des Derjaguin-Drucks gefunden werden [17].

Linear stabil sind — unabhéngig von der Gebietsgrdfse — nur Abschnitte der Losungséste
S1 und Q1. Alle iibrigen Losungen mit grofseren Wellenzahlen sind stets linear insta-
bil gegeniiber sukzessiven Vergroberungs- bzw. Entnetzungskaskaden (engl.: coarsening
cascades) mit den Losungen S1 und Q1 als Endzustédnde. Die lineare Stabilitat der be-
treffenden Aste wird im weiteren Verlauf zusammen mit den sekundiren Bifurkationen
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ABBILDUNG 3.6: Héhenprofile der Q1-Lésung entlang des Astes unter Variation des Volumens bzw. der mittleren
Filmhohe ho . Zwischen ho = 3,75 und ho = 3,45 st ein Ubergang von Tropfen zu Léchern erkennbar. Dieser
zeigt sich im Bifurkationsdiagmmm@ durch zwei charakteristische Sattel-Knoten-Bifurkationen.
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ABBILDUNG 3.7: Hdéhenprofile der Q8-Losung entlang des Astes unter Variation des Volumens bzw. der mittleren
Filmhéhe ho . Bevor sich mit steigendem Volumen Tropfen mit definierter Kontaktlinie ausbilden kénnen, treten
diese in Wechselwirkung mit dem Rand und miteinander. Der signifikante Ubergang zwischen Tropfen und Léchern
in Form von Sattel-Knoten-Bifurkationen verschwindet daher im Vergleich zu Q1 (vgl. Abb. U. .
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ABBILDUNG 3.8: Hohenprofile der S2-Liosung entlang des Astes unter Variation des Volumens bzw. der maittleren
Filmhéhe ho . Die quasi-eindimensionalen Streifenmuster zeigen keinen Ubergang zu einer Lochstruktur im Sinne
der Tropfenmuster. Es finden sich dennoch Sattel-Knoten-Bifurkationen, sodass die zweite und vierte Losung bei
ho = 2,60 koexistieren.
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ABBILDUNG 3.9: Zentrales Bifurkationsdiagramm analog zu Abb. fdr ein vergroflertes quadratisches Gebiet mit
l =1, =24n. Die blauen und roten Linien zeigen die Aste der Streifen- und quadratischen Tropfenmuster.
Alle primdren Pitchfork-Bifurkationen (0) fir Muster mit kleineren Wellenzahlen sind subkritisch. Die Lisung Q81
entspricht dabei der Lésung Q9 in dem in Abb. betrachteten Gebiet.

untersucht. Betrachtet man die Hohenprofile entlang der verschiedenen Losungséste, zeigt
sich fiir die Losung Q1 mit steigendem h( zunédchst ein im Vergleich zum Gebiet 2 kleiner
einzelner Tropfen (s. Abb. , ho = 2,30). Dieser wichst an, bis er das gesamte
Gebiet fiillt und bei  hg ~ 3,75 eine Wechselwirkung iiber die Rénder stattfindet. Die-
se Wechselwirkung zeigt sich im Bifurkationsdiagramm durch zwei charakteristische
Sattel-Knoten-Bifurkationen (engl.: saddle-node bifurcations oder fold bifurcations). Nach
der zweiten Sattel-Knoten-Bifurkation wéchst die mittlere Filmhohe weiter an, sodass
das Losungsprofil bei  hg /= 5,30 in eine Lochlésung iibergeht. Fiir Losungen mit mehr
als einem Tropfen, d.h. groferer Wellenzahl, zeigt sich ein dhnliches Verhalten. Da die
Abstédnde zwischen den einzelnen Tropfen allerdings deutlich kleiner sind, kénnen sich
entlang der Aste Q4, Q8 und Q9 keine Tropfen mit definierter Kontaktlinie ausbilden,
sodass auch die charakteristischen Sattel-Knoten-Bifurkationen verschwinden. Fiir die
Streifenlosungen zeigt sich kein ausgeprigter Ubergang in Form von Bifurkationen, so-
dass ein signifikanter Unterschied in der Topologie der Bifurkationsdiagramme ein- und
zweidimensionaler Strukturen deutlich wird.

Fiihrt man eine analoge Kontinuierung auf vergrofferten Gebieten aus, ergeben sich
topologisch dquivalente Bifurkationsdiagramme. Im Wesentlichen zeigen sich am Beispiel
mit [, =1l, = 247 deutlich grofere Koexistenzbereiche von stabiler homogener Film-
16sung und Streifen- sowie Tropfenmustern im Regime grofter mittlerer Filmhohen (vgl.
Abb. . Die priméren Bifurkationen sind hier fiir Muster mit gréfseren Wellenléngen
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ABBILDUNG 3.10: Bifurkationsdiagramme der Verbindungsdste zwischen Streifen- (rot) und Tropfenlésungen
(blau) fir quadratische Gebiete mit 1, =1y, = 8 (links) und 1, = l, = 24w (rechts) in der mittleren
absoluten Abweichung ||0h|| . Die lineare Stabilitit der Teildste ist durch durchgezogene (stabil) und gestrichelte
(instabil) Linien gekennzeichnet. Die linear instabilen Verbindungsdste (griin gestrichelt) zweigen in sekunddren
Bifurkationen (@) ab. An den Bifurkationen wechseln die primdren Aste ihre Stabilitit, sodass multistabile Bereiche
mit dem homogenen Film existieren, die fiir grofiere Gebiete eine gréfsere Ausdehnung haben.
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ABBILDUNG 3.11: Héhenprofile der Losungen auf den Verbindungsdsten zwischen Streifen- und Tropfenlosung auf
einem Gebiet mit 1y =1y, = 24w. Die obere Reihe zeigt den ersten Verbindungsast, d.h. bei kleineren mittleren
Filmhohen, die untere Reihen zeigt den zweiten Ast. Von Spalte 1 zu Spalte 2 und 8 wird die kontinuierliche
Translationssymmetrie in y-Richtung gebrochen: ™v - TS{; . Von Spalte 4 zu Spalte 3 und 2 findet eine

Brechung der Rotationssymmetrie statt: R — R™.
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ABBILDUNG 3.12: Bifurkationsdiagramm der Verbindungsdste zwischen Streifen- (rot) und Tropfenlosungen
(blaw) fiir ein quadratisches Gebiete mit l, =1, = 8w. Losungsmaf ist der Lagrange-Multiplikator p , der dem
negativen Druck P entspricht. Die VergrofSerung zeigt den Bereich, in dem die Tropfen- und Streifenlésungen durch
sekunddre Bifurkationen (@) und Verbindungsdste (grin gestrichelt) verbunden sind.

und damit kleineren Wellenzahlen stets subkritisch. Auch hier ist die lineare Stabilitét der
priméren Aste zuniichst nicht dargestellt. Die sekundéiren Bifurkationen, d.h. Bifurkationen
der Losungséste Si und Qi, sind in den priméren Bifurkationsdiagrammen [3.5) und [3.9]
zur besseren Ubersicht zunichst nicht abgebildet. Diese kénnen mit den verschiedenen
Symmetrien in Tab. und deren Brechung durch Uberginge auf sekundére Losungsiste
in Verbindung gebracht werden. Besonders fiir grofere Gebiete und Muster mit grofien
Wellenzahlen ergibt sich schnell eine sehr grofie Zahl von moglichen Szenarien der Symme-
triebrechung und damit sekundéren Bifurkationen. Die folgende Analyse beschrénkt sich
daher auf eine fundamentale Auswahl. Die sekundéiren Aste werden — begonnen mit den
Mustern kleinster Wellenzahl — anhand ihrer Losungen und der relevanten Symmetrien
analysiert:

Die Streifenlosungen Si sind jeweils durch sekundéare Losungséste mit den quadratischen
Tropfenmustern verbunden. Fiir die Muster mit einem Streifen oder Tropfen ergibt sich
das Bifurkationsdiagramm in Abb. [3.10} Dabei wird nun auch die lineare Stabilitét der
priméren und sekundéren Aste gekennzeichnet. Bezogen auf die lineare Stabilitét zeigen sich
groke Wertebereiche in hy mit Multistabilitdten von homogenem Film sowie Streifen- und
Tropfenlosung. Diese multistabilen Bereiche in der mittleren Filmhohe bzw. im Volumen
vergrofern sich bei Rechnungen auf gréfseren Gebieten. An dieser Stelle sei erwahnt, dass
die lineare Stabilitdt der nicht-homogenen Ein-Streifen- und Ein-Tropfenlésungen durch
die Randbedingungen induziert wird. Wie bereits in Kap. [2.2] erwihnt, ist das Volumen
innerhalb des erweiterten Gebiets fiir das hier betrachtete System in der Zeit erhalten. Die
Vergroberung der Strukturen zu grofseren Tropfen ist also durch die endliche Ausdehnung
des Gebiets begrenzt, sodass die Losungen Q1 und S1 linear stabilisiert sind. Fiir unendlich
grofe Gebiete hingegen entsprechen die linear stabilen Losungen unendlich grofen Tropfen
oder Streifen. In Kap. [] wird dagegen die Stabilisierung von Mustern mit mehreren
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ABBILDUNG 3.13: Eine weitere Form sekunddirer Aste und Lésungen fiir 1, =1, = 87 (links) und 1, =1, =
247 (rechis). An sekunddren Bifurkationen (@) entlang des S1-Astes zweigen Losungen (grin gestrichelt) ab, die
einem modulierten Streifen oder einer Reihe aus Tropfen mit verschiedenen Wellenzahlen entsprechen. Neben der
in Abb. [5.17 gezeigten Verbindung zu einem Q1-Ast treten fir das kleinere Gebiet zwei und fir das grifere Gebiet
acht weitere Aste auf. Gezeigt sind hier die zwei bzw. drei Aste entsprechend der kleinsten Wellenzahlen.

6
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ABBILDUNG 3.14: Hdéhenprofile der sekunddren Bifurkationen in Abb. fdr le. =1y =24 . Links ist die
primdre Streifenlésung S1 gezeigt. Die zweite bis vierte Spalte zeigt Losungen, die aus Modulationen des Streifens
mit den drei kleinsten Wellenzahlen entstehen. Alle Losungen haben eine mittlere Filmhéhe von  ho = 1,48  und
sind linear instabil.

h(

Tropfen, d.h. mit groferen Wellenzahlen, durch eine geeignete Benetzungsheterogenitét
des Substrats analysiert.

Bezogen auf die in Tab. zusammengefassten Symmetrien wird die kontinuierliche
Translationssymmetrie in y-Richtung der Streifenlésung bei der Bifurkation zum Verbin-
dungsast zu einer diskreten Symmetrie gebrochen (s. Abb. |3.11)): T Tg’lg Der
Ubergang vom Verbindungsast zum Tropfenzustand ist dagegen mit der diskreten Rotati-
onssymmetrie um 7 /2 verbunden, die an dieser Stelle wiederhergestellt wird: R™ — R2.

Die hier gefundenen sekundéren Losungen sind des Weiteren linear instabil.

Zur Visualisierung der weiteren sekundéren Losungséste wird als Losungsmalfs der
Lagrange-Multiplikator = —P  herangezogen. Ein analoger Plot zu Abb. fiir das
kleinere Gebiet ist in Abb. gegeben. Da p direkt mit dem Gesamtdruck des Systems
verbunden ist, kénnen aus dem Diagramm verschiedene Bereiche mit Losungen minimalen
absoluten Drucks abgelesen werden. So ist im Vergleich zu Abb. [2.4] fiir den homogenen
Film zu beobachten, dass der Druck ausschlieflich durch den Derjaguin-Druck bestimmt
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ABBILDUNG 3.15: Bifurkationsdiagramm (oben) wund Hohenprofile (unten) der Streifen-Tropfen-
Koezistenzlosungen. Vom primdaren Losungsast Q2 (rot gestrichelt, erste Losung) zweigt in sekunddren Bifurkationen
(@) eine kreuzformige Anordnung (griin gestrichelt, zweite Losung) von Tropfen ab. In tertidren Bifurkationen (O)
zweigt ein Ast (orange gestrichelt, dritte Losung) mit einer Koexistenz aus Tropfen und Streifen ab. Auf diesem
Ast treten quartare Bifurkationen (@) auf, von denen Aste mit moduliertem Streifen (magenta gestrichelt, vierte

Losung) ausgehen.

wird und ein Maximum bei hg = /2 aufweist. Fiir Filme mit grofser Hohe néhert sich
der Druck aufgrund der verschwindenden Wechselwirkung zwischen freier Grenzfliche und
Substrat der Null an. Die Tropfen- und Streifenlésungen minimieren den Druck gegeniiber
der homogenen Filmlosung fiir kleine mittlere Filmhohen bis etwa hg ~ 2,1. Fir
grofere Tropfenvolumina ist der globale Druck dieser Losungen grofer als in homogenen
Filmlosungen mit gleichem Volumen.

Die Streifenlosung S1 mit der kleinsten Wellenzahl zeigt neben den sekundéren Bifur-
kationen und den daraus resultierenden Verbindungséasten zu Q1 weitere Bifurkationen.
An diesen wird die kontinuierliche Translationssymmetrie zu verschiedenen diskreten
Symmetrien durch eine transversale Modulation des Streifens mit verschiedenen Wellen-
langen gebrochen. Dies ist Ausdruck der Plateau-Rayleigh-Instabilitdt von Streifen (vgl.
[80), 172) [179]). Fiir das kleinere Gebiet mit 1, = [, = 87 ergeben sich insgesamt drei
mogliche Wellenldngen inklusive der Wellenldnge der fundamentalen Q1-Losung. Fiir das
grofere Gebiet [, = [, = 247 erhdlt man dagegen neun Moden. Die Aste der beiden
zusétzlichen Losungen modulierter Streifen oder Reihen aus Tropfen auf dem kleineren
Gebiet sind in Abb. 3.13| links dargestellt. Auf der rechten Seite sind drei der acht Lo-
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sungséaste auf dem groferen Gebiet gezeigt. Ausgewéhlt sind hier die Losungen mit den
kleinsten Wellenzahlen.

Abb. zeigt die Streifenlosung S1 (links) und die entsprechenden Losungen mit
Reihen aus vier, drei und zwei Tropfen. Diese entsprechen Brechungen der kontinuierlichen
Translationssymmetrie T zu den diskreten Symmetrien T(%yl)y , T(%yl)y bzw. Tl(i/) . Auch diese
sekundéren Losungen sind stets linear instabil.

Die letzten symmetriebrechenden Losungsaste, die an dieser Stelle analysiert werden,
entsprechen sekundéaren Bifurkationen auf dem priméaren Q2 Losungsast. Ausgehend von
den Bifurkationen ergeben sich Losungséste mit drei kreuzférmig angeordneten Tropfen (s.
Abb. . Die Q2 Losung ist zundchst symmetrisch bzgl. der kombinierten Translationen
Tl(f) und Tl(f) . Diese diskrete diagonale Translationssymmetrie wird an der sekundéren
Bifurkation zu einer diskreten Symmetrie bzgl. der Kombination Tgﬁ und Tgll/z gebrochen.

An der tertidren Bifurkation, an der eine Koexistenz-Losung von Streifen und Tropfen
abzweigt, wird die diagonale Spiegelsymmetrie S(*¥) gebrochen. Von dieser Lésung gehen
analog zu den sekundéren Bifurkationen in Abb. Losungen in quartéiren Bifurkationen
aus, die Modulationen des Streifens oder Reihen von Tropfen entsprechen. Fiir das kleinere
Gebiet ergeben sich zwei dieser Aste, von denen einer wiederum analog zu den in Abb.
gezeigten Verbindungsésten eine Verbindung zur quadratischen Q2 Losung bildet. Auf
dem groferen Gebiet treten insgesamt acht dieser quartdren Bifurkationen auf. Die in
Abb. 3.15] unten rechts gezeigte Losung entspricht einer Unterteilung des Streifens in vier
Tropfen. Aufgrund des zusétzlichen Tropfens auf dem Gebietsrand werden hier allerdings
keine weiteren Translationssymmetrien gebrochen.

Obgleich die analysierten sekundéiren Losungséste stets linear instabil sind, treten diese
als Zwischenzusténde in Zeitsimulationen auf und sind daher relevant fiir verschiedene
zeitliche Entnetzungsszenarien [80].

3.2.2 Hexagonale Tropfenmuster

Legt man fiir das Gebiet der numerischen Kontinuierung nun ein Seitenverhéaltnis von
1:+/3 fest, werden durch die Neumann-Randbedingung analog zu den quadratischen
Mustern Qi aus Kap. [3.2.1 hexagonale Tropfenmuster induziert. Die ebenfalls auftretenden
rhombischen Muster werden hier nicht betrachtet. Im Unterschied zu den quadratischen
Losungen sind die Tropfen- und Lochlésungen hier nicht durch Sattel-Knoten-Bifurkationen
verbunden. Vielmehr bilden beide Losungstypen eigenstindige Aste, die aus den gleichen
priméren transkritischen Bifurkationen abzweigen. Eine analoge transkritische Bifurkation
kann fiir hexagonale Strukturen der Swift-Hohenberg-Gleichung gefunden werden [79]. Die

Losungen werden hier wie folgt klassifiziert:
Hi:  Hezagonale Tropfenmuster mit  |ky| = ko] = |ks| £0 |
Li: Hezagonale Lochmuster mit  |ki| = |ks| = |ks| # 0

Die Wellenvektoren sind dabei — wie fiir die quadratischen Muster — betragsmafig gleich,
sodass die analytische lineare Stabilitdt nur bzgl. einer Wellenzahl zu bestimmen sind. Die
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TABELLE 3.2: Schematische Darstellung der primdren Losungstypen, Muster und Symmetrien auf einem rechtecki-
gen Gebiet Qe = [—lg,ls] X [—2lx/\/§,2lx/\/§} mit Seitenverhdltnis 1:/3 wund l, =87 bei ho= &/ 7/2.

hexagonalen Muster werden durch drei anstatt zwei iiberlagerte ebene Wellen dargestellt,
deren Wellenvektoren jeweils in einem Winkel von 60° zueinander ausgerichtet sind.

Analog zu einem quadratischen Gebiet mit einem Seitenverhéltnis von 1:1 wird
auch das Gebiet Q = [~1,/2,l,/2] x [~1./2v/3,l,/2V/3] der hexagonalen Losungen zur
Visualisierung und Klassifizierung auf ein Gebiet Qo = [~l,,l,] X [~21,/v/3,21,/v/3] mit
periodischen Réandern erweitert. Dabei wird die Erweiterung in y-Richtung im Vergleich
zur x-Richtung zweifach vorgenommen, um die hexagonalen Strukturen der Losungen
deutlich darstellen zu kénnen. Das zu Abb. analoge zentrale Bifurkationsdiagramm
fiir hexagonale Tropfenmuster auf einem Gebiet mit [, = \/§ly = 8t ist in Abb.
dargestellt. In der Vergroferung wird deutlich, dass die Streifenlosungen an den priméren
Bifurkationen orthogonal aus der homogenen Losung abzweigen — diese sind also als
Pitchfork-Bifurkationen zu klassifizieren. Die hexagonalen Tropfen- und Lochlésungen
zweigen dagegen in einem festen Winkel ab, sodass es sich — wie bereits oben erwahnt —
um transkritische Bifurkationen handelt. Vergleicht man die Richtungen der abzweigenden
Tropfen- und Lochlosungen an den ersten Bifurkationen bei hy < \/m und den
zweiten Bifurkationen, verhalten sich diese identisch: An beiden Bifurkationen zweigen
die Tropfenlésungen Hi zu kleineren mittleren Filmhohen und die Lochlésungen Li zu
groferen mittleren Filmhohen ab. Der Winkel erscheint in dem hier gewéhlten Losungsmafs
unabhéngig von der Wellenzahl und der mittleren Filmhohe.

In dem gewahlten rechteckigen Gebiet werden keine der hexagonalen Muster durch die
Randbedingungen linear stabilisiert, sodass alle Hi und L: fiir alle Werte von hg linear
instabil sind. Die linear stabilen Zustinde mit einem Streifen oder Tropfen entsprechen

rhombischen Mustern und werden an dieser Stelle nicht naher betrachtet.

Die Hohenprofile fiir das Tropfen- und Lochmuster entlang der Aste H4 und L4 zeigen
die direkte Analogie zwischen beiden Losungen (s. Abb. . Folgt man dem Ast der
Tropfenlosungen mit steigendem hg und dem Ast der Lochlésungen mit fallendem hg, d.h.
in Abb. [3.17] von links nach rechts, zeigen sich zunéchst vier Tropfen oder Locher, die

anwachsen. Bei einer bestimmten mittleren Filmhohe interagieren diese miteinander und
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ABBILDUNG 3.16: Zentrales Bifurkationsdiagramm der hexagonalen Muster auf einem rechteckigen Gebiet mit
l. = V3l, =8r. Die schwarze Linie zeigt die linear stabile (durchgezogen) und instabile (gestrichelt) homogene
Filmlésung. Die linearen Stabilititen der nicht-homogenen Streifen- (blaw) und Tropfenlésungen (rot) werden zur

besseren Ubersicht nicht dargestellt.
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ABBILDUNG 3.17: Héhenprofile der Hj- und L4-Liésungen entlang der Aste. Mit steigendem,/fallendem ho wachsen
die Tropfen/Licher an. Fir grofere/kleine ho interagieren diese miteinander und gehen in einen homogenen Film

iber.
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ABBILDUNG 3.18: Analog zu den Verbindungsdsten in Abb. zweigen fur die hexagonalen Muster in
sekunddren Bifurkationen (@) Verbindungsdste (griin gestrichelt) zwischen allen drei Lésungstypen ab. Abgebildet
ist das Bifurkationsdiagramm fiir Gebiete mit 1, = \/3ly = 87 (links) und 1, = \/3l, = 161 (rechts). Alle
hexagonalen Muster sind auf dem betrachteten Gebiet linear instabil.

bilden kleinere Locher oder Tropfen in den Zwischenrdumen aus. Verfolgt man die Aste
weiter, gehen die jeweiligen Losungen in homogene Filmlosungen iiber.

Auch fiir die hexagonalen Tropfenmuster sind sekundére Bifurkationen zu beobachten (s.
Abb. . Analog zu den Verbindungsésten zwischen Tropfen- und Streifenlésungen
auf dem quadratischen Gebiet werden auch hier Verbindungséste zwischen den priméren
Losungen gefunden. Ausgehend von der Streifenlosung S2 entsprechen die Bifurkationen
zu den Verbindungsésten der hexagonalen Tropfen- und Lochlésungen Brechungen der
kontinuierlichen Translationssymmetrie TY zu einer diskreten Symmetrie Té‘}’z . Der Uber-
gang von den Tropfen- und Lochlésungen auf den Verbindungsast entspricht dabei der
Brechung der hexagonalen Rotationssymmetrie gemdf Rs — R™. Auch der Ubergang
auf den Tropfen-Loch-Verbindungsast bricht diese Symmetrie und stellt sie an der zweiten
Bifurkation wieder her. Stellt man das Bifurkationsdiagramm aus Abb. [3.1§ wieder mit
dem Lagrange-Multiplikator p als Losungsmak dar, zeigt sich, dass es analog zu den
quadratischen Mustern Bereiche gibt, in denen die homogene Lésung oder die gezeigten
Muster den Druck minimieren (s. Abb. . In der Vergréferung wird deutlich, dass die
hexagonalen Tropfen- und Lochmuster in diesem Lésungsmafs im Unterschied zu Abb.
tangential aus dem homogenen Losungsast abzweigen. Die Streifenlosung zweigt dagegen
weder tangential noch orthogonal ab.
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ABBILDUNG 3.19: Bifurkationsdiagramm der Verbindungsdste (griin) zwischen Streifen- (rot) und hezagonalen
Tropfen- und Lochlésungen (blau) auf einem rechteckigen Gebiet mit 1, = \/3l, = 16w. In der Vergriferung ist
erkennbar, dass die Tropfen- und Lochldsungen tangential aus der primdren Bifurkation abzweigen. Der Streifenast

S2 zweigt in einem festen Winkel ab.
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ABBILDUNG 3.20: Héhenprofile der Losungen auf den Verbindungsdsten zwischen Streifen- sowie hexagonalen
Tropfen- und Lochlé}s‘ungen auf einem Gebiet mit 1, = \/3l, = 16mw. Die Abbildungen in den ersten beiden
Reihen zeigen den Ubergang von einer Streifenlosung S2 zu einer Tropfen- bzw. Lochlésung H4/L4. Die untere

Reihe zeigt den Ubergang zwischen Tropfen- und Lochlosung.
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3.3 Freie Energie & Zeitsimulation

Wie bereits erwahnt, muss neben der linearen Stabilitdt der verschiedenen analysierten
Tropfenmuster die Freie Energie als Kriterium fiir eine physikalische Stabilitat, d.h. Ro-
bustheit gegen endliche Stérungen, herangezogen werden. Das Freie-Energie-Funktional
des untersuchten Systems ist in Gl. gegeben. Fiir eine optimierte Vergleichbarkeit
und Darstellung wird an dieser Stelle die relative Freie Energie eingefiihrt. Diese wird im

Folgenden ebenfalls mit F[h] bezeichnet und ist wie folgt definiert:

1 1 = 1 1 .
— - e T — . 1
Flh] Q/Q {Q(Vh) 57,2 + 5 dr’ — Flho] (3.15)
Dabei ist
1 1
Flho] = a3 + 5 (3.16)

die Referenzenergie einer homogenen Filmlosung mit gleicher mittlerer Filmhohe hg wie
die betrachtete Losung h(7) . Positive Werte von F[h| entsprechen also Losungsprofilen,
gegeniiber denen eine homogene Filmlosung mit gleichem mittleren Volumen energetisch
glinstiger ist. Dagegen sind Losungen mit negativem F[h| einem homogenen Film gegeniiber
energetisch bevorzugt. Analysiert man nun zunéchst wieder ein quadratisches Gebiet, ergibt
sich fiir die Q1- und S1-Losung auf einem Gebiet mit [, = [, = 247  der charakteristische
Verlauf in Abb. 3.21] Betrachtet man zunéchst die Werte der Freien Energie, zeigt sich,
dass die priméren Aste zu positiven Energien hin abzweigen. An den Sattel-Knoten-
Bifurkationen beginnt die Freie Energie der Strukturen zu sinken, sodass die grofsten
Abschnitte der Losungséste kleinere Energien als die Referenzlosung eines homogenen
Films haben und damit energetisch bevorzugt sind. Dariiber hinaus zeigen sich Bereiche,
in denen Tropfenlosungen energetisch minimal sind, aber auch Bereiche, in denen dies
auf die Streifenlosung zutrifft. Fiir diese Werte von hg sind die energetisch giinstigsten
Losungen natiirlich linear stabil und werden im Folgenden als energetische Grundzustinde
bezeichnet. Auffillig ist, dass Lochlosungen, die auch hier durch zwei charakteristische
Sattel-Knoten-Bifurkationen von den Tropfenlosungen getrennt sind, zwar linear stabil
sind, allerdings fiir keine Werte von hg den energetischen Grundzustand darstellen. Auch
die linear instabilen Verbindungséste sind stets von hoherer Energie als andere Losungen
mit gleichem Ay .

Bezieht man die lineare Stabilitdt der homogenen Filmlosung mit ein, konnen aus dem
gezeigten Energiediagramm Aussagen iiber mogliche Entnetzungsszenarien gemacht werden.
So ergibt sich fiir das betrachtete Gebiet eine Schwelle hY ~ 12,43 oberhalb derer der
homogene Film weder linear noch energetisch instabil ist, und somit keine Entnetzung
des Substrats zu erwarten ist. Unterhalb dieser Schwelle existiert ein Parameterbereich
mit kY > ho = h?® ~ 6,44, in dem die Filmlsung zwar linear stabil ist, aber zu
jedem hg eine strukturierte Losung — in diesem Fall die Streifenlosung — existiert, die eine
niedrigere Freie Energie aufweist. Der Film ist also metastabil und wird durch hinreichend
grofse Storungen in den nicht homogenen Zustand iibergehen. Dieses Szenario wird —
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ABBILDUNG 3.21: Energiediagramm der Lésungen S1 und Q1 auf einem quadratischen Gebiet mit [, =
ly = 247.  Fir vergleichsweise grofie Wertebereiche der mittleren Filmhéhe ho sind die partiell benetzenden
Losungen mit einem Streifen (blaw) oder einem Tropfen (rot) einer homogenen Filmlosung energetisch bevorzugt
und linear stabil. Unter Hinzunahme der linearen Stabilitit der Filmlosung lisst sich ein Bereich hiP' < ho < hgP?
spinodaler Entnetzung und ein Bereich hf)‘ﬂ < ho < hY  einer Entnetzung durch Nukleation identifizieren.
Jenseits von hY) ist der homogene Film gegeniiber infinitesimalen und endlichen Stérungen stabil.

wie bereits in Kap. [3.1.1] angedeutet — als Nukleation bezeichnet. Im Parameterbereich
hP? > ho > Pt ~ 1,26 ist die Filmlosung dariiber hinaus linear instabil, sodass auch
infinitesimale Storungen zu einer spinodalen Entnetzung fiihren.

Im gezeigten Energiediagramm wird aufkerdem eine weitere Bedeutung der linear
instabilen Losungséste deutlich: Im Bereich einer moglichen Entnetzung durch Nukleation
gibt die durch die Amplitude der instabilen Losung definierte Stérung einen energetischen
Schwellwert AE an — hier bei hg = 18,0 skizziert, um die Lésung bspw. von einem
linear stabilen Film in eine Streifenlésung zu zwingen. Diese nimmt mit der Filmhdhe, d.h.
mit dem Abstand zwischen Oberflache und Substrat, zu. Vollkommen analog ist durch
die Energiedifferenz AFE zwischen Streifenlosung und Verbindungsast eine Energieschwelle
gegeben, um das System von einem linear stabilen Streifenzustand zu einem linear stabilen
Tropfenzustand gleicher mittlerer Filmhohe iibergehen zu lassen.

Durch eine Zeitsimulation (s. Kap. der Entwicklungsgleichung mit  hy, # 0
konnen diese vorhergesagten Entnetzungsszenarien iiberpriift werden. Die Zeitsimulationen
der Entnetzungsprozesse werden im Unterschied zur Kontinuierung stets auf dem erweiter-
ten Gebiet {2, mit periodischen Randbedingungen durchgefiihrt. Mit einem homogenen
Film der Hohe hg = 3,0 und infinitesimaler Storung als Anfangsbedingung zeigt sich
der in Abb. [3.22] dargestellte zeitliche Verlauf des Hohenprofils und der Freien Energie.
Die Filmlésung bleibt bis etwa ¢~ 4,0-10® bestehen. Dann bricht der Film auf und
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ABBILDUNG 3.22: Spinodaler Entnetzungsprozess (oben) und Freie Energie (unten) auf einem quadratischen
Gebiet mit 1y, =1, =24w. Ausgehend von einem homogenen Film der Filmhéhe ho =3,0 (oben links) bricht
die Flissigkeitsschicht auf und bildet eine Lochstruktur aus (oben Mitte links). Die bedeckten Bereiche schlieflen sich
dann zu mehreren — hier zwei — sphdrischen Tropfen zusammen, die schlussendlich durch Flissigkeitsaustausch tber
die Adsorptionsschicht zu einem Tropfen Q1 als Grundzustand (rot durchgezogen) iibergehen. Die Freie Energie
(griin) als Ljapunow-Funktional wird dabei permanent reduziert.

es bildet sich eine Lochstruktur aus, die sich bis ¢~ 4,3-10% verhiltnismiRig schnell
auspragt. Der iibrige bedeckte Bereich schlieft sich daraufhin bis ¢ ~ 6,5-10% in
einem langsameren Prozess zu deformierten Tropfen zusammen, die zu Kugelkappen mit
der Freien Energie der Losung Q2 relaxieren (¢ ~ 1,0 -10%). Die beiden Tropfen der
Losung aus der direkten Numerik haben zwar ein geringfiigig unterschiedliches Volumen,
dennoch ist die Freie Energie prinzipiell identisch mit der in der Kontinuierung berechneten.
Bei gleichem Gesamtvolumen, d.h. mittlerer Filmhdhe hg, ist also die Anzahl und das
Muster der Tropfen — solange die relativen Gréfenunterschiede hinreichend klein sind —
das mafgebliche Kriterium zur Charakterisierung der Losungen.

Schlussendlich geht diese linear instabile Struktur in einen einzelnen Tropfen {iber,
der durch die Energie der Tropfenlosung Q1 bei hg = 3,0 aus der Kontinuierung
charakterisiert werden kann. Da die einzelnen Tropfen nicht direkt interagieren, wird die
Fliissigkeit tiber die Adsorptionsschicht ausgetauscht, sodass der letzte Prozess auf einer
verhéltnismafig langen Zeitskala stattfindet.

Im Bereich des metastabilen Films kann analog eine Entnetzung durch Nukleation
erreicht werden, indem der Film mit einer geeigneten Modulation gestort wird. Als Schwelle
fiir die Amplitude und damit Energie dient dabei der instabile Losungsast zwischen Sattel-
Knoten-Bifurkation und zweiter priméarer Bifurkation. Dieser liegt bspw. fiir Losung S1
in Abb. zwischen hP* ~ 644 und hy ~ 19,00 und entspricht einem Film
mit streifenférmiger Modulation geringer Amplitude. Entsprechende Losungen kleinerer
Amplitude werden zu einem homogenen Film relaxieren. Ist die Amplitude grofser, wird
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ABBILDUNG 3.23: Entnetzung durch Nukleation und Relazation des homogenen Films mit geeigneten Anfangsbe-
dingungen. Ausgehend von der instabilen Streifenlésung bei ho = 7,0 als Referenzlésung (vgl. Abb. ist
die Zeitentwicklung fir eine Losung mit vergrofierter (45 % , links) und verkleinerter (—5 % , rechts) Amplitude
dargestellt. Der instabile Losungsast gibt eine Schwelle fir die Amplitude an, sodass der erste Fall zur Entnetzung
durch Nukleation und der zweite Fall zur Relazation auf die Lésung des homogenen Films fihrt.

das Substrat partiell entnetzt und das System geht in die stabile S1-Losung iiber. Mit der
instabilen Referenzlosung bei hg = 7,0 lassen sich Anfangsbedingungen mit geringfiigig
vergroferter und verkleinerter Amplitude erstellen — hier 5% . In Abb. sind die
zeitlichen Entwicklungen des Hohenprofils und der Freien Energie fiir beide Félle gezeigt.
Ausgehend von der instabilen Losung mit geringfiigig vergroferter Amplitude verbleibt das
System zuniichst bis ¢~ 8-10% in einem vollstindig benetzenden instabilen Zustand.
Dann geht der Film in verhéltnisméfig kurzer Zeit in die stabile Ein-Streifenlosung S1
iiber. Die Losung verringerter Amplitude zeigt eine deutlich langsamere morphologische
Anderung, die allerdings bei ¢t =0-10% einsetzt. Bei ¢~ 40-10% ist diese vollstindig
in den homogenen Film {ibergegangen.

Tragt man analog zu Abb. die Freien Energien aller auftretenden Muster — die
Muster S3 und Q9 werden hier vernachlassigt — auf, ergibt sich fiir das kleinere Gebiet
mit I, =1, = 87 das Energiediagramm in Abb. [3.24] Die lineare Stabilitét ist auch
hier durch gestrichelte und durchgezogene Linien gekennzeichnet. Fiir das kleinere Gebiet
haben analog zu Abb. [3.21] ausschlieslich die Losungen Q1 und S1 linear stabile Bereiche,
die durch die sekundiren Bifurkationen begrenzt sind. Die sekundéren Aste sind an dieser
Stelle nicht weiter relevant und werden daher zur besseren Ubersicht nicht dargestellt.
Fixiert man die mittlere Filmhohe auf einen bestimmten Wert, ergebenen sich mehrere
instabile und stabile Losungen mit unterschiedlichen Freien Energien: Bei hy = 2,168,
sodass die Freie Energie des Zustands Q8 null bzw. gleich der Referenzenergie ist, zeigt
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ABBILDUNG 3.24: Energiediagramm aller Lésungstypen fir ein Gebiet mit 1, =1, = 8mw. Die Losungen Q9
und S3 mit den griften Wellenzahlen sowie sekunddire Aste sind zur besseren Ubersicht micht dargestellt. Linear
stabil sind nur Abschnitte der Lisungen S1 und Q1, die thre Stabilitit an den sekunddren Bifurkationen (©)
wechseln. Fiziert man die mittlere Filmhohe auf einen bestimmten Wert, hier ho = 2,168 (grau), zeigt sich eine
Energiekaskade aus linear instabilen Zustinden (rot und blau gestrichelt) mit einem linear stabilen Grundzustand
minimaler Energie — hier Q1 (rot durchgezogen,).

sich bspw. die Folge Q8 — Q4 — S2 — Q2 — S1 — Q1 in einer abnehmenden
Energiekaskade. Der Zustand Q1 minimiert dabei die Energie und ist linear stabil.
Wahlt man die Losung Q8 bei hg = 2,168 als Anfangsbedingung fiir die direkte
numerische Zeitsimulation, ergibt sich der in Abb. gezeigte zeitliche Verlauf des
Hohenprofils und der Freien Energie. Der linear instabile Anfangszustand bleibt zunéchst
bis t~ 0,2-10* erhalten. Dann zerfillt er in den Zustand Q4, der ebenso fiir kurze
Zeit erhalten bleibt und wiederum in den Zustand S2 iibergeht. Auch diese linear instabile
Losung geht nach relativ kurzer Zeit in die Losung Q2 niedrigerer Energie iiber. Die
dominante destabilisierende Mode — d.h. die zu dem grofsten Eigenwert korrespondierende
Eigenfunktion — der Zwei-Tropfenlosung ist fiir die gewahlte mittlere Filmhohe nicht
durch den Ubergang in den energetisch néichstniedrigeren Zustand S1 gegeben, sondern
durch den direkten Ubergang in den Endzustand Q1. Da der Ubergang durch Anwachsen
des einen und Schrumpfen des anderen Tropfens bei Fliissigkeitsaustausch durch die
Adsorptionsschicht gegeben ist, findet dieser auf einer deutlichen ldngeren Zeitskala statt.
Bezogen auf die physikalische Relevanz der linear instabilen Zusténde zeigt die Zeit-
simulation, dass diese den Entnetzungsprozess — bei geeigneten Anfangsbedingungen —
dominieren und organisieren. Die durch die Kontinuierung gewonnenen Energiediagramme
liefern fiir diese Fille eine Vorhersage im Entnetzungsprozess durchlaufener Energiekas-
kaden. Fiir allgemeine Anfangsbedingungen werden die instabilen Losungen mit den in
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ABBILDUNG 3.25: Entnetzungsprozess als Energiekaskade linear instabiler Zustinde auf einem Gebiet mit

le. =1y, =8m. Fir die gewdhlte mittlere Filmhéhe ho = 2,168 hat der Zustand Q8 als Anfangsbedingung

die relative Freie Energie F = 0. In der Zeitintegration wird diese sukzessive minimiert (griine). Dabei

werden die instabilen Zustinde (blau und rot) kaskadenformig durchlaufen wobei das System in Relation zu den
morphologischen Ubergingen verhdltnismdfig lange in den instabilen Zustinden verbleibt.

Kap. analysierten Symmetrien nicht exakt durchlaufen. Dennoch wird deutlich, dass
die Tropfengrofsen bezogen auf die Freie Energie und damit auf mogliche Entnetzungs-
kaskaden keine wesentliche Rolle spielen. Vielmehr ist die Anzahl der Tropfen in dem
betrachteten Gebiet entscheidend. Die Losung Q2 ist somit fiir das in Abb. gezeigte
Szenario ein wichtiger instabiler Zustand. Das Energiediagramm [3.21] zeigt weiterhin
Regionen eines instabilen, metastabilen und stabilen Films, die spinodale Entnetzungen
oder Entnetzungsprozesse durch Nukleation in Abhéngigkeit der Filmhohe vorhersagen.
Die gezeigte Energiekaskade in Abb. und die fiir verhéaltnisméfig lange Zeitraume
existierenden linear instabilen Losungen deuten die physikalische Relevanz der selben an. Im
folgenden Kapitel wird die bis zu diesem Punkt als homogen angenommene Benetzbarkeit
des Substrats rdumlich moduliert. Losungen mit grofseren Wellenzahlen, d.h. Lésungen mit
mehr als einem Streifen oder Tropfen, die fiir den homogenen Fall stets linear instabil sind,
kénnen somit gezielt durch eine chemische Vorstrukturierung des Substrats stabilisiert

werden.



KAPITEL VIER

Entnetzung auf horizontalen

heterogenen Substraten

77 It is not unscientific to make a guess, alt-
hough many people who are not in science

think it is. %

-~ RICHARD FEYNMAN,
Seeking New Laws, 1964.

D er in Kap. |3 analysierte Fall eines Substrats mit homogener Benetzbarkeit ist fiir
reale Substrate physikalisch nur bedingt realitdtsnah. Um zunéchst den Einfluss
einer Benetzungsheterogenitit auf das Entnetzungsverhalten zu untersuchen, wird der
Derjaguin-Druck und damit die Benetzbarkeit des Substrats rdumlich moduliert (vgl. z.B.

[80, 172]). Insgesamt ergibt sich damit fir ein horizontales Substrat ohne Kondensation:

Triebkraft: a—0 = Y —0,
Kondensation: fkg > 0 = Qg — 0, (4.1)
Benetzbarkeit: E#0 = P = Ah+ (14 &g(M)I(A),

sodass sich die Entwicklungsgleichung

hy=—V - {Q(h)ﬁ[&hjt (1 +£g(f’))H(h)]} (4.2)

ergibt. Analog zum Fall einer homogenen Benetzbarkeit kann diese Gleichung fiir stationére
Zustéande mit h; =0 integriert werden, sodass fiir stationdre Hohenprofile

0=Ah+ 1+ &R +p=P+pu (4.3)

gilt. Im Folgenden wird zunéchst der Einfluss der heterogenen Benetzbarkeit mit ein-
und zweidimensionaler Strukturierung auf die Bifurkationsdiagramme der linear stabilen
Zustande S1 und Q1 untersucht. Anschliefsend werden zuvor linear instabile Zustidnde

grofserer Wellenzahl durch die Vorstrukturierung linear stabilisiert.
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4.1 Kontinuierung

Die Strukturfunktion g(7), die die Benetzbarkeit des Substrats lokal moduliert, wird in
diesem Kapitel fiir ein- und zweidimensionale Vorstrukturierungen auf dem periodisch

erweiterten Gebiet Q. = [—l,,l,] x [={,,l,] wie folgt definiert:
gn () := —cos (7Nz/2l, + m(N — 1)) (4.4)

und 3P (z,y) = —% [cos (rNz/2l, + m(N — 1)) + cos (rNy/2l, + 7(N — 1))} . (4.5)

Insgesamt werden im Rahmen dieser Arbeit Bereiche mit negativem g¢(7) nach Gl
als hydrophil und Bereiche mit positivem ¢(7) als hydrophob bezeichnet, um diese ein-
deutig zu charakterisieren. Fiir den eindimensionalen Fall ergeben sich auf dem Substrat
nach Gl. also N in y-Richtung orientierte Streifen hoherer Benetzbarkeit [30]. Die
zweidimensionale Funktion (s. Gl. ({.4)) liefert ein quadratisches Muster aus N? Berei-
chen hoherer Benetzbarkeit. In Abb. [4.1] sind beide Strukturfunktionen fiir die Félle
N =1 und N =2 dargestellt. Beide Funktionen sind so definiert, dass der Vorfaktor
des Derjaguin-Drucks fiir die maximale betrachtete Strukturamplitude & = 1,0 den
Maximalwert max(1+£g) =2 und Minimalwert min(1+£g) =0 annimmt. Das
Substrat ist an den Minima des Derjaguin-Drucks und der Strukturfunktion also vollstandig
benetzbar.

Betrachtet man zuniéichst eine eindimensionale Strukturfunktion ¢iP(z) mit einem
hydrophilen Streifen, zeigt sich fiir ein quadratisches Gebiet mit [, = [, = 87 das
in Abb. abgebildete Bifurkationsdiagramm. Im Vergleich zu den Ergebnissen fiir ein
homogenes Substrat in Abb. [3.5] verschwindet die Losung des homogenen Films fiir endliche
Strukturamplituden £ . Anstelle der homogenen Filmlosung existiert fiir alle Werte von

Egn° (x) E937 (2,y)
1
2
|
|

ABBILDUNG 4.1: Fin- (links) und zweidimensionale (rechts) Strukturfunktion der Benetzungsmodulation. Die
obere Reihe zeigt den Fall N =1 mit einem Streifen oder Bereich erhéhter Benetzbarkeit. In der unteren Reihen

sind mit dem Fall N =2 zwei hydrophile Streifen oder vier hydrophile Bereiche gegeben. Kleinere Werte (blau)
bedeuten dabei eine im Vergleich zu gréferen Werten (rot) héhere Benetzbarkeit.

N

N [
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ABBILDUNG 4.2: Bifurkationsdiagramm der Streifenlésung S1 auf einem Substrat mit eindimensionaler Vor-
strukturierung. Fiur & # 0 wverschwindet die homogene Filmlosung und die Streifenlosung S1, bei der der
Flissigkeitsstreifen den hydrophilen Streifen bedeckt, existiert fiir alle ho . Innerhalb der korrespondierenden S1-
Losung auf einem homogenen Substrat (schwarz) existiert ein weiterer geschlossener Lésungsast, der einem
Streifen auf dem hydrophoben Bereich entspricht. In der Vergréfferung ist zu erkennen, dass die primdre Bifurkation
fiir wachsende Strukturamplituden (griin— rot— blau) weiterhin auf dem S1-Ast existiert.
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ABBILDUNG 4.3: Bifurkationsdiagramm der Tropfenlosung auf einem Substrat mit zweidimensionaler Vorstruktu-
rierung. Fir Tropfen auf einer zweidimensionalen Heterogenitit zeigt sich ein zu den Streifen in Abb. [{.4 analoges
Verhalten: Die primdren Bifurkationen existieren hier fir steigende Amplituden £ (griin— rot— blau) allerdings
auf den Asten, die Tropfen auf den hydrophoben Bereichen entsprechen.
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ho die Streifenlosung S1, bei der der Streifen den Bereich hoherer Benetzbarkeit bedeckt.
Zusatzlich entsteht ein weiterer Losungsast, der eine Streifenlosung reprasentiert, die
auf dem Bereich niedrigerer Benetzbarkeit liegt. Diese Losung existiert nur in einem
festen Bereich in hg, der fiir kleine £ im Wesentlichen dem Existenzbereich der Losung
S1 entspricht. Im Diagramm ist dieser Ast durch eine geschlossene Kurve innerhalb des
korrespondierenden Astes fiir ein homogenes Substrat gegeben.

Die Vergrokerung der priméren Bifurkation zeigt die topologische Anderung des Bifur-
kationsdiagramms mit steigender Strukturamplitude £ im Detail: Die primére Bifurkation
bleibt auf den &uferen S1-Asten, d.h. Streifen auf dem Bereich hoherer Benetzbarkeit,
erhalten und verdndert ihre Position im Parameterraum. Die lineare Stabilitét ist hier
zuniichst nicht gezeigt. Insgesamt entspricht die topologische Anderung der Bifurkation
einem Ubergang von einer Pitchfork-Bifurkation zu einer imperfekten Pitchfork-Bifurkation.

Ein analoges Verhalten ist fiir die Tropfenlosung Q1 auf einer Vorstrukturierung mit
Strukturfunktion ¢2°(z,y) zu beobachten (s. Abb. . Die priméren Bifurkationen existie-
ren hier allerdings auf den geschlossenen Losungsésten, die Tropfen auf den hydrophoben
Bereichen entsprechen.

In Abb. und sind zunéchst nur die priméren Bifurkationen auf den Asten S1 und
Q1 gezeigt, die den korrespondierenden Bifurkationen der homogenen Filmlosung auf einem
Substrat homogener Benetzbarkeit entsprechen. Analysiert man die Aste bzgl. weiterer
Bifurkationen, finden sich dariiber hinaus priméare Bifurkationen, die den sekundaren
Bifurkationen der S1- und Q1-Lésungen und den Verbindungsésten in Abb. [3.10]entsprechen
und verfolgt werden konnen. Fiir eine eindimensionale Strukturierung ergibt sich damit
das Bifurkationsdiagramm in Abb. [4.4] Der direkte Vergleich mit Abb. zeigt, dass
die eindimensionale Streifenlésung — wie bereits in Abb. dargestellt — weiterhin als
primére Losung existiert. Dariiber hinaus soll sich die Analyse an dieser Stelle auf Aste
beschrianken, die einer Bedeckung des hydrophilen Bereichs entsprechen. Fiir den hier
gezeigten Wertebereich von ¢ wird allerdings deutlich, dass ein linear stabiler Streifen fiir
grofere Strukturamplituden auf einem grofseren Intervall der mittleren Filmhohe existiert.

Die Tropfenlosung bildet fiir die gewéhlte Vorstrukturierung zusammen mit den Verbin-
dungsisten sekundire Aste, deren topologischer Ubergang fiir kleine Strukturamplituden
direkt aus dem Diagramm eines homogenen Substrats (s. Abb. abgeleitet werden
kann. Dabei bleibt auch die lineare Stabilitéit der korrespondierenden Aste erhalten. Mit
wachsender Amplitude ndhern sich die priméren Bifurkationen des ersten Tropfenastes
an, sodass dieser fiir £ 2 0,75 vollstandig verschwindet. Der zweite Ast bei grofseren
mittleren Filmhohen entspricht Lochlosungen und verandert sich topologisch nur wenig
mit steigendem ¢ . Insgesamt existieren instabile und stabile Tropfenlésungen auf einer
eindimensionalen Strukturierung folglich nur fiir kleinere Intervalle der mittleren Filmhohe
und verschwinden vollstdndig bei hinreichend grofser Amplitude.

Eine analoge Betrachtung fiir eine zweidimensionale Vorstrukturierung ist in Abb.
gezeigt. In diesem Fall bleibt die primére Tropfenlosung als Losungsast bestehen und die
Streifenlosung bildet zusammen mit den Verbindungsésten neue sekundéare Losungséste.
Im Unterschied zum eindimensionalen Fall in Abb. [£.4] existiert fiir endliche Strukturam-
plituden nur ein sekundéarer Ast, dessen Topologie sich dariiber hinaus mit steigendem &
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ABBILDUNG 4.4: Bifurkationsdiagramme der sekunddren Tropfenlésungen auf einer eindimensionalen Vorstruk-
turierung. Fir endliche Werte von & bilden die Tropfenlosungen und Verbindungsdste in Abb. sekunddre
Aste (rot) der primdren Streifenlosung (blaw). Die primdren Bifurkationen (0) der Tropfenlésungen bei kleineren
Werten von ho nahern sich fir grofiere & an, sodass der betreffende Ast fir & 2 0,75 wverschwindet. Der Tropfen-
und Lochast bei gréfleren Werten von hg verdndert sich topologisch nur geringfiigig mit steigendem & . Die graue
Linie zeigt den Referenzast S1 fiir ein homogenes Substrat.

nur geringfiigig dndert. Dariiber hinaus vergrofert sich der Bereich mittlerer Filmhohen
eines stabilen Tropfens, d.h. der primére Ast bis zum Ubergang zur Lochlésung, nicht mit
steigender Strukturamplitude. Vielmehr vergréfert sich analog zu den Streifenlésungen
auf einer eindimensionalen Strukturierung der Bereich stabiler Lochlésungen.

Betrachtet man die Hohenprofile fiir verschiedene Strukturamplituden, sind fiir die
Streifenlosungen auf einer eindimensionalen Vorstrukturierung keine signifikanten Ande-
rungen zu erwarten. Da Gradienten der Benetzbarkeit bzw. der Strukturfunktion gP(z)
nur orthogonal zur Kontaktlinie des Streifens auftreten (s. Abb. [1.1)), verdndert sich le-
diglich der Kontaktwinkel der Losungen. Fiir die sekundéren Streifenlosungen auf einer
zweidimensionalen Strukturierung und die priméren/sekundéren Tropfenlosungen auf ein-
/zweidimensionalen Strukturierungen trifft dieses Argument allerdings nicht zu, sodass fiir
verschiedene Strukturamplituden durchaus morphologische Anderungen der Hoéhenprofile
und der Kontaktliniengeometrie zu erwarten sind. Abb. zeigt die Hohenprofile der
Tropfen- und Streifenlosung fiir verschiedene Werte der Strukturamplitude ¢ auf einer
zweidimensionalen Strukturierung. Die Kontaktlinie des Tropfenzustands wird mit steigen-
der Amplitude durch die Struktur (vgl. Abb. entlang der Achsen deformiert, sodass
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ABBILDUNG 4.5: Bifurkationsdiagramme der sekunddren Streifenldsungen auf einer zweidimensionalen Vorstruk-
turierung. Analog zu den Tropfen auf einer eindimensionalen Strukturierung bilden die Streifen zusammen mit den
Verbindungsdsten einen neuen sekunddren Losungsast. Dieser dandert seine Form fiir verschiedene Werte von &
allerdings nur geringfiigig. Die graue Linie zeigt den Referenzast der QI1-Lésung auf einem homogenen Substrat.

dieser die Form einer Kugelkappe verliert. Die Streifenlosung wird verhaltnisméafig stark
moduliert, sodass die kontinuierliche Translationssymmetrie der S1-Losung im Unterschied
zu einem homogenen Substrat gebrochen wird.

Insgesamt ist — bezogen auf die in Kap. |3|analysierten Symmetriebrechungen — anzumer-
ken, dass die entsprechenden Rotations- und Translationssymmetrien, die den Tropfen- und
Streifenlosungen zugrunde liegen, explizit durch die hier gewéhlten Strukturfunktionen ge-
brochen werden. So erfiillt ¢?P(z,y) bspw. nur die Symmetrien der Q1-Losung (s. Tab. ,
sodass diese — anstelle eines homogenen Films bei homogener Benetzbarkeit — die Losung
maximaler Symmetrie darstellt. Auf dem sekundéaren Ast der Streifenlosungen wird die
Rotationssymmetrie gemidf R2 — R™ dariiber hinaus durch die Losungsstruktur gebro-
chen. Eine analoge Betrachtung ergibt sich fiir die priméren Streifenlosungen S1 auf einem
Substrat mit eindimensionaler Vorstrukturierung ¢gi°(z). Hier entsprechen die sekundiren
Losungen Brechungen der kontinuierlichen Translationssymmetrie: T(_y) — Tgl’z , die
durch die Strukturfunktion und die Losung S1 auf dem priméren Ast erhalten ist.

Die lineare Stabilitit der analysierten Aste S1 und Q1 verdindern sich, wie in Abb.
und {4.5| dargestellt, im Vergleich zu den entsprechenden Losungsésten auf einem homogenen
Substrat (s. Abb. nicht. Um den stabilisierenden Einfluss der Rénder des betrach-

teten Gebiets auszuschliefsen und die Stabilisierung von Losungen durch die heterogene
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ABBILDUNG 4.6: Héhenprofile der Tropfen- und Streifenlosungen auf einem Substrat mit zweidimensionaler
Vorstrukturierung fir verschiedene Strukturamplituden & bei ho = 3,2. Mit der schwarz gestrichelten Linie sind
die Nulldurchgdnge der Strukturfunktion dargestellt (vgl. Abb oben rechts). Um die morphologische Anderung
fiir verschiedene — von links nach rechts steigende — Werte von & zu verdeutlichen, ist die Kontaktlinie durch eine
schwarz durchgezogene Linie hervorgehoben. Die Tropfenlosung (oben) geht von der Kugelkappenform (links) auf
einem homogenen Substrat in einen Tropfen mit quadratisch deformierter Kontaktlinie iiber. Die Deformation
steht in direktem Zusammenhang mit der Form des hydrophilen Bereichs der Strukturfunktion gi°(z,y). Die
Streifenlésung (unten) wird deutlich stirker moduliert.

Benetzbarkeit des Substrats zu analysieren, werden im Folgenden Strukturfunktionen mit
doppelter Periode betrachtet. Weitergehend werden die folgenden Analysen auf einem
vergroferten quadratischen Gebiet mit [, =1, = 247 durchgefiihrt.

Unter Vernachlédssigung der auf den hydrophoben Bereichen lokalisierten Losungen
ergeben sich fiir eine eindimensionale Strukturfunktion giP(x) die in Abb. |4.7| dargestellten
Bifurkationsdiagramme. Die S2-Losung auf einem homogenen Substrat ist — wie bereits
in Kap. [3 analysiert — linear instabil. Fiir eindimensionale Vorstrukturierungen endlicher
Amplitude existiert eine linear stabile S2-Losung im Bereich kleiner mittlerer Filmhohen.
Diese Losung entspricht fiir den hier gezeigten Wertebereich von £ einem leicht modulierten
Film geringer Hohe. Die erste Bifurkation auf dem priméren Ast, die den linear stabilen
Bereich begrenzt, verschiebt sich zunéchst mit steigender Amplitude zu kleineren mittleren
Filmhohen. Der an dieser Bifurkation abzweigende Ast entspricht einer Ein-Streifenlésung
und wird an dieser Stelle nicht weiter analysiert (s. Abb. [£.15). Diese zunichst unerwartete
Verkleinerung des stabilen Bereichs durch die Vorstrukturierung wird am Ende des Kapitels
erlautert.

In Abb. 4.8|ist eine Verfolgung der betreffenden Bifurkation in der (h¢,£)-Ebene darge-
stellt. Die abgebildete Kurve unterteilt den hg-{-Parameterraum in einen Bereich linear
stabiler und einen Bereich linear instabiler Zwei-Streifenlosungen. Uberschreitet die Am-
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ABBILDUNG 4.7: Bifurkationsdiagramm der Zwei-Streifenldsung auf einer eindimensionalen Vorstrukturierung mit
zwei Bereichen hoherer Benetzbarkeit. Gezeigt sind die Losungsdste S2 auf einem Substrat mit der Strukturfunktion
93" (x) , sodass die Streifen jeweils auf den hydrophilen Bereichen lokalisiert sind. Die Referenzlésung auf dem
homogenen Substrat (schwarz gestrichelt) ist vollstindig linear instabil. Mit steigender Strukturamplitude &
(griin— rot — blau) ergeben sich linear stabile Bereiche einer modulierten Filmlosung, die durch die erste und
zweite gezeigte Bifurkation (0) begrenzt sind. Die graue Kurve in der Vergrifierung stellt die Position der ersten

Bifurkation dar.
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ABBILDUNG 4.8: Verfolgung der ersten primdren Bifurkation als Stabilitatsgrenze (rot) der S2-Losung in der
(ho,&)-Ebene. Bis &~ 0,75 nimmt die mittlere Filmhche, bis zu welcher die Zwei-Streifenlésung linear stabil ist,
ab. Fir Strukturamplituden & 2 0,90  wvergrofiert sich der linear stabile Bereich signifikant mit zunehmender
Amplitude bis der Mazimalwert ho =~ 2,74 fir & =1,00 erreicht wird.
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ABBILDUNG 4.9: Bifurkationsdiagramm der Vier-Tropfenlosung auf einer zweidimensionalen Vorstrukturierung
mit vier hydrophilen Bereichen. Analog zu Abb. sind hier fiir eine Strukturfunktion g3© (x,y) die Losungsdste
gezeigt, die Benetzungen der Bereiche hoherer Benetzbarkeit reprasentieren. In der Vergréflerung ist ebenfalls analog
zum eindimensionalen Fall erkennbar, dass sich der stabile Bereich fiir kleine Strukturamplituden bis & =~ 0,75
zundchst verkleinert und oberhalb dieser Schwelle signifikant vergrofert.
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ABBILDUNG 4.10: Verfolgung der ersten primdren Bifurkation als Stabilititsgrenze (rot) der Q4-Lésung in
der (ho,§)-Ebene. Fir Werte bis & ~ 0,75 wird der linear stabile Bereich in der mittleren Filmhohe kleiner.
Oberhalb von Strukturamplituden £ 2 0,85  wvergréfiert sich dieser bis zu einer mazimalen stabilen Filmhdhe von
ho ~ 1,91.
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plitude den Wert € ~ 0,75, kehrt sich das in Abb. [4.7] gezeigte Verhalten um, sodass
sich der linear stabile Bereich wiederum vergrofert. Fiir Werte ¢ 2 0,90 vergrofert
sich der Bereich stabiler S2-Losungen signifikant. Mit der maximalen Strukturamplitude
¢ =1,00 konnen Zwei-Streifenlosungen mit einer mittleren Filmhéhe von  hy ~ 2,74
linear stabilisiert werden. Die Losungséaste der Vier-Tropfenlosung Q4 auf einem Substrat
mit vier hydrophilen Bereichen zeigen eine zur Q1-Losung (vgl. Abb. u. analoge
topologische Anderung bei wachsender Strukturamplitude. In Abb. ist analog zum Fall
einer eindimensionalen Vorstrukturierung die lineare Stabilitdt und die erste Bifurkation
als relevanter Ubergang zu stabilisierten Zustéinden dargestellt. Analog zur Stabilisierung
der Zwei-Streifenlosung bewegt sich die Stabilitatsgrenze zunéachst fiir kleine Strukturam-
plituden in Richtung kleiner mittlerer Filmhohen. Auch in diesem System kehrt sich das
Verhalten bei ¢ ~ 0,75 um und der stabile Bereich vergrofiert sich signifikant. Wie das
Stabilitdtsdiagramm in Abb. [£.10] zeigt, konnen vier Tropfen mit einer mittleren Filmhohe
von hg = 1,91 beieiner Wahl der maximalen Strukturamplitude & = 1,00 stabilisiert
werden.

Wie bereits erwahnt, widerspricht das im Regime kleiner Amplituden beobachtete
Verhalten sowohl fiir die ein-, als auch fiir die zweidimensionale Vorstrukturierung zunéchst
der Erwartung: Zwar scheint der steigende Kontrast der Benetzungsheterogenitéit hier die
Losungen zu destabilisieren, allerdings muss an dieser Stelle erwdhnt werden, dass es sich
bei den korrespondierenden Hohenprofilen um modulierte Filme mit sehr geringer Hohe
handelt. Flache Filme auf einem homogenen Substrat sind in diesem Parameterbereich
des Weiteren stabil bzgl. spinodaler Entnetzung (s. Kap. . Erst fiir grofere Werte
von £ und damit hy reprisentieren die betrachteten Losungen Tropfen und Streifen mit
einer ausgepragten Kontaktlinie. Eine ausfiihrlichere Analyse dieses Verhaltens ist in [80]
gegeben — dabei werden fiir die verschiedenen Bereiche unterschiedliche destabilisierende
Moden identifiziert.

Die lineare Stabilitét der analysierten Zustidnde ist im Unterschied zu dem in Kap. [3]
betrachteten System nicht durch die Randbedingungen induziert, sondern durch die
charakteristische Periode der Strukturfunktionen und damit der Benetzungsheterogenitéten
des Substrats. Des Weiteren sind mit Abb. und Phasendiagramme der (hg,$)-
Ebene gegeben, die die mogliche Stabilisierung der Mehr-Tropfenlésungen in Abhéngigkeit
der Strukturamplitude und der mittleren Filmhohe, d.h. dem Volumen, quantifizieren.
Im Folgenden wird die Vorhersagekraft dieser Stabilitatsgrenzen durch Zeitsimulationen

iiberpriift.
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4.2 Freie Energie & Zeitsimulation

Analog zu Kap. 3.3 wird nun die Dynamik der Entnetzungsprozesse im Hinblick auf die in
der Kontinuierung gefundenen Losungséiste durch Zeitsimulationen analysiert. Samtliche
Auswertungen beschranken sich dabei auf quadratische Gebiete mit [, = [, = 247.
Beginnend mit den Zustédnden kleinster Wellenzahl S1 und Q1 auf einer eindimensionalen
Vorstrukturierung giP(z) ergibt sich das Energiediagramm in Abb. Die Analyse dieser
Losungstypen ist dabei zunédchst auf eine Strukturamplitude ¢ = 0,80 beschrinkt,
wobei die linear instabilen Losungen mit Bedeckung der hydrophoben Bereiche nicht
betrachtet werden. Vergleicht man Abb. [£.11] mit dem homogenen System in Abb. [3.21]
wird deutlich, dass die Teilaste der Q1-Losung, die einem energetischen Grundzustand
entsprechen, nicht vorhanden sind. Diese topologische Anderung des Bifurkationsdiagramms
durch die Heterogenitit ist vergleichbar zu Abb. 1.4 fiir das kleinere Gebiet. Fiir geringe
mittlere Filmhohen ist die Q1-Losung durchaus energetisch bevorzugt, allerdings ist die
Energiedifferenz sehr klein. Die Referenzlosung eines homogenen Films bei F = 0
ist fiir heterogene Substrate nicht vorhanden. Die Kennzeichnungen des stabilen und
metastabilen Films beziehen sich hier auf einen Film leichter Modulation entsprechend
der Strukturfunktion. Im Bereich hSP! < hy < h3F?  ergibt sich analog zum homogenen
Substrat ein (modulierter) instabiler Film. Dieser ist durch den Ast von Streifenlésungen
gegeben, die den hydrophoben Bereich bedecken (s. Abb. , und wird hier — wie bereits
erwithnt — nicht dargestellt. Fiir hSF2 < hy < A ist ein Losungsast metastabiler

h&PL = 1,00 het? ~ 8,29 hY ~ 15,95
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ABBILDUNG 4.11: Energiediagramm der Lésungen S1 und Q1 auf einer eindimensionalen Vorstrukturierung
giP (x) mit Strukturamplitude ¢ = 0,80. Der linear stabile und energetische Grundzustand des Systems ist fiir
weite Bereiche in der mittleren Filmhdhe durch die Ein-Streifenlosung gegeben (blaw). Fir sehr kleine mittlere
Filmhéhen existiert ein Fin-Tropfenzustand als sekunddrer Ast (rot) mit geringfigig niedrigerer Energie. Analog
zu Abb. @ existieren Parameterbereiche, in denen der modulierte Film metastabil oder stabil ist.
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ABBILDUNG 4.12: Entnetzungsprozess (oben) eines flachen Films mit ho = 3,0 auf einem Substrat mit
eindimensionaler Benetzungsheterogenitit gi° (x) und Strukturamplitude € = 0,80. Mit der schwarz gestri-
chelten Linie sind die Nulldurchgdnge der Strukturfunktion dargestellt. Ausgehend von einem flachen Film (links
oben) entwickelt sich eine Modulation der Oberfliche, die bei t~0,8-10° in zwei Entnetzungsfronten (Mitte
oben) ibergeht. Die Fronten bewegt sich vom hydrophoben Rand des Gebiets zur Mitte, sodass die Freie Energie

minimiert wird (unten, griin). Als linear stabiler Grundzustand wird die Streifenlosung S1 (unten, blau) aus dem
Energiediagramm der Kontinuierung bei t~2,0-10% erreicht.

Filme gegeben, der fir h) < hg sowohl linear stabil, als auch Ljapunow-stabil ist.
Die Amplitude des modulierten Films nimmt fiir  h5F? < hy  aufgrund der sinkenden
Wechselwirkung mit dem heterogenen Substrat mit steigender Filmhohe ab. Die Energie
der instabilen Streifenlosung nimmt dagegen mit der Filmhohe zu. Dies ist ebenfalls auf die
sinkende Wechselwirkung mit dem Substrat und der damit steigenden Nukleationsenergie
im metastabilen Bereich zu erkldren. Anschaulich muss ein Film grofserer Hohe also
starker gestort werden, damit die Wechselwirkung mit der Benetzungsheterogenitit eine
Nukleation induziert.

Fiithrt man analog zu Abb. eine Zeitsimulation mit einem flachen Film der Hohe
ho = 3,0 als Anfangsbedingung durch, ergibt sich der zeitliche Verlauf in Abb.
Bis t~0,7-10% bildet sich auf einer relativen langen Zeitskala eine Struktur auf dem
Film aus, die dann zu einem schmalen Streifen nicht bedeckten Substrats an den Réndern
des Gebiets fiihrt, an denen die Benetzbarkeit minimal ist (s. Abb. [1.1)). Ausgehend
von diesem Streifen bewegt sich jeweils eine Entnetzungsfront (engl.: dewetting front)
[102, 1T09] zum streifenférmigen hydrophilen Bereich in der Mitte des Gebiets, bis sich
bei t=2,0-10% eine Streifenlésung S1 als stabiler Zustand ausbildet. Die Frontldsung
zeigt zunéchst kleine transversale Modulationen, die allerdings durch die eindimensionale
Vorstrukturierung und die Gradienten der Benetzbarkeit stabilisiert werden. Aufgrund
der nicht vorhandenen linear instabilen Zwischenzusténde (vgl. bspw. Abb. findet
der Entnetzungsprozess im Vergleich zum zeitlichen Verlauf in Abb. [3.22] direkt und auf
deutlich kiirzerer Zeitskala statt. Dariiber hinaus ist der energetische Grundzustand hier
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ABBILDUNG 4.13: Energiediagramm der Losungen S1 und Q1 auf einer zweidimensionalen Vorstrukturierung
93P (x,y) mit Strukturamplitude & = 0,80. Die Losung Q1 (rot), bei der ein Tropfen den hydrophilen Bereich
bedeckt, ist in weiten Bereichen der mittleren Filmhéhe ho die linear stabile und energetisch ginstigste Lésung. Der
S1-Ast (blaw), der einer modulierten Ein-Streifenlésung entspricht, ist dennoch fir 7,05 < ho < 12,5  energetisch
relevant. Dies gilt auch fir verinderliche Strukturamplituden & (s. Abb. .

durch den Ein-Streifenzustand S1 gegeben, der in der Zeitsimulation auf dem homogenen
Substrat fiir die gleiche mittlere Filmhohe nicht auftritt.

Eine analoge Betrachtung der Energien auf einem Substrat mit zweidimensionaler
Heterogenitét ist in Abb. gezeigt. Auch in diesem Fall vereinfacht sich das Diagramm
deutlich (s. auch Abb. . Ebenso ist die durch die Heterogenitéat begiinstigte Losung —
hier Q1 — fiir weite Bereiche in der mittleren Filmhohe hg der energetische Grundzustand.
Beschrinkt man sich auf die linear stabilen Aste niedrigster Energie, ist der qualitative
Unterschied zum homogenen System in Abb. [3.21] deutlich geringer als im eindimensionalen
Fall. Im Bereich 7,05 < hy < 12,5 ist hier eine linear stabile Streifenlosung als
energetischer Grundzustand gegeben, die auch fiir vergroferte Strukturamplituden bestehen
bleibt (s. Abb. . Diese entspricht allerdings nicht einem quasi-eindimensionalen, sondern
einem modulierten Streifen (vgl. Abb. [1.6). Ein weiterer Unterschied zum homogenen
System in Abb. ist im Parameterbereich 12,5 < hg < hjY erkennbar: Betrachtet
man das homogene System, sind stets Streifen- oder Tropfenlosungen als energetisch
niedrigster Zustand gegeben. Fiir das heterogene System zeigt sich hier allerdings eine
Lochlosung als energetischer Grundzustand.

Fiihrt man analog zu Abb. eine Zeitsimulation fiir die in Abb. zugrunde
liegende Benetzungsheterogenitéit durch, ergibt sich fiir einen Film mit hg = 3,0 das
in Abb. gezeigte Entnetzungsszenario. Der Verlauf der Freien Energie ist dabei
weitestgehend mit Abb. [4.12] vergleichbar. Die Zeitskala der Entnetzung ist ebenfalls
qualitativ gleich: Auch fiir die zweidimensionale Vorstrukturierung zeigt sich ein Anwachsen



72 KAPITEL 4. ENTNETZUNG AUF HORIZONTALEN HETEROGENEN SUBSTRATEN

t=0,0-10° t=1,5-10° t=35-10°
10 : X -
7N
// S i
8 ’ N
7/ \
4 \
6 // N
S K S
= N /]
4 M ’
/
\\ 7
2 N 7
hA \\ // =
0 . a :
0 F——
0|] _5 | \
o
< ~10 -
—15 1 Tropfenlésung Q1
_20 I I I I I
0,0 0,5 1,0 1,5 2.0 2.5 3,0 35 4,0
Zeit /103
ABBILDUNG 4.14: Entnetzungsprozess (oben) eines flachen Films mit ho = 3,0 auf einem Substrat mit

zweidimensionaler Vorstrukturierung gi- (x,y) und Strukturamplitude € = 0,80. Analog zu Abb. wdchst eine
Modulation des Films bis t = 0,8-10%> an und bildet eine Entnetzungsfront, die von den Bereichen niedrigster
Benetzbarkeit — lokalisiert in den Ecken des Gebiets — ausgeht. Bis zum Erreichen des Grundzustands Q1 (rot) bei
t~3,0-10° wird die Freie Energie (griin) kontinuierlich minimiert.

t~0,8-103.
iiber eine Entnetzungsfront. Diese geht analog zur Frontlosung des eindimensionalen Falls

einer Modulation des Films bis Anschliefsend erfolgt eine Entnetzung
von den hydrophoben Bereichen aus, die hier in den Ecken des Gebiets lokalisiert sind (s.
Abb. . Die Storung der Entnetzungsfront ist in diesem Fall deutlich ausgepragter und
fithrt zu einem stark asymmetrischen Verlauf der Kontaktlinie wihrend der Propagation
t~3,0-103

der Fronten. Stabilisiert wird das System bei auch hier im Grundzustand

Q1 aus dem Energiediagramm {4.13

Analog zu den Entnetzungsprozessen auf einem homogenen Substrat sind die hier be-
trachteten energetischen Grundzustédnde fiir Strukturfunktionen mit N =1 Bereichen
hoherer Benetzbarkeit durch die Randbedingungen stabilisiert. Um die in Abb. und
dargestellte lineare Stabilitit der S2- und Q4-Losungen detailliert zu untersuchen,
muss zundchst das Energiediagramm aller relevanter Losungsédste analysiert werden. Fiir
die maximale Strukturamplitude ¢ = 1,00 ergibt sich das Bifurkationsdiagramm in
Abb. £15 Auch fiir Strukturfunktionen mit N > 1
mittleren Filmhohe hg in einen Bereich mit spinodaler Entnetzung, Entnetzung durch

kann der Parameterraum der

Nukleation und stabiler Filmlosung unterteilt werden. Analog zur Betrachtung verschiede-
ner Strukturamplituden in Abb. [£.7)ist die Zwei-Streifenlosung mit Fliissigkeitsstreifen
auf den Bereichen hoher Benetzbarkeit dargestellt. An der ersten priméren superkriti-
schen Pitchfork-Bifurkation bei
Stabilitdat und ein zunéchst stabiler S1-Ast zweigt ab. Dieser entspricht einem einzelnen

ho ~ 2,74 wechselt der primére S2-Ast die lineare

breiten Streifen, der nur einen der beiden hydrophilen Bereiche bedeckt. Auf dem anderen
Bereich ist aufgrund des dort verschwindenden Derjaguin-Drucks ebenfalls ein Fliissig-
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ABBILDUNG 4.15: Energiediagramm der energetisch relevanten Lisungen auf einem Substrat mit eindimensionaler
Vorstrukturierung ga° (z) und Strukturamplitude ¢ = 1,00. Die Losungsiste S2 und S1 (blau) entsprechen
Flissigkeitsstreifen, die beide oder einen der hydrophilen Streifen bedecken. Die Losung S1° (griin) ist durch einen
einzelnen Streifen orthogonal zu den hydrophilen Bereichen gegeben (s. Abb. .

S2  hy =274 S1  hy=6,00 S1* hg =100
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ABBILDUNG 4.16: Hdéhenprofile der Streifenldsungen auf einem Substrat mit zwei eindimensionalen hydrophilen
Bereichen, d.h. Strukturfunktion g%D(x) und Amplitude & = 1,00, aus Abb. Links ist die linear stabile
Zwei-Streifenlosung mazimaler mittlerer Filmhohe ho =~ 2,74  abgebildet. Der mittlere Plot zeigt die S1-Lésung,
die fir 2,74 < ho $6,26  linear stabil und von minimaler Energie ist. Die S1°-Losung auf der rechten Seite ist
fir 6,26 < ho <hY  der energetische Grundzustand des Systems.

keitsstreifen mit vernachléassigharer Hohe erkennbar. An einer sekundéaren subkritischen
Pitchfork-Bifurkation bei hy ~ 11,3 destabilisiert sich auch diese Losung und ein zu-
néchst instabiler Losungsast S17 zweigt ab, der einem Streifen orthogonal zur Richtung der
Vorstrukturierung entspricht (s. Abb. rechts). Dieser ist im Bereich 6,26 < hy < 13,2
linear stabil und von minimaler Energie. Aufgrund der Translationsinvarianz der eindimen-
sionalen Strukturfunktion in y-Richtung ist die lineare Stabilitdt dieser Losung wiederum
durch die Randbedingungen des betrachteten Gebiets induziert. Vergleichbare Lésungen



74 KAPITEL 4. ENTNETZUNG AUF HORIZONTALEN HETEROGENEN SUBSTRATEN

t=0-10° t=1-10° t=0-10° t=10-10°
10 ll lll ll ll lll ll
(I T T I T T O R
8 I I I I 1 [ 1
[ T [ T
S o
e | B
2 oL IR
0 II III II II III II
___________________ ‘;T—————————————————-o
- —2
- —4
-6 5
=
__8 “\
52 - —10
S2 -
S1 r—12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1,0 02 4 6 8 1012 14 16 18 20
Zeit t/103 Zeit t/103
ABBILDUNG 4.17: Entnetzungsprozesse auf einem Substrat mit zwei hydrophilen Streifen. Fir ho = 2,70
(links) zeigt sich ein direkter Ubergang (griin) vom flachen Film in den energetischen Grundzustand S2 (rot),
der bei t = 0,6-10° erreicht wird. Fir ho = 5,80 (rechts) wird ein vergleichbarer Ubergang erkennbar.
Aufgrund der grofleren Filmhohe verliuft das Anwachsen der Storung allerdings deutlich langsamer, sodass der hier
linear instabile Zustand S2 bei t = 2,2-10° erreicht wird. Der durch die Kontinuierung und lineare Stabilitit

vorhergesagte Ubergang zum Grundzustand S1 tritt aufgrund des kleinen Eigenwerts von Ordnung O(10™%) und
der Wechselwirkung zwischen Kontaktlinie und raumlicher Diskretisierung nicht auf.

werden fiir die Diinnfilm-Gleichung in [28] oder fiir die Cahn-Hilliard-Gleichung in [138]
beobachtet. Betrachtet man die Losungsprofile in Abb. .16 wird deutlich, dass die abge-
bildete linear stabile S2-Losung mit maximaler mittlerer Filmhohe das Substrat gerade so
bedeckt, dass die Kontaktlinien an den Nulldurchgéngen der Strukturfunktion liegen. Die
S1*-Losung — entsprechend einem Streifen orthogonal zu den hydrophilen Bereichen — ist

durch die Benetzungsheterogenitat stark moduliert.

Auch fiir dieses System kann der Parameterraum mittlerer Filmhohen durch die li-
neare Stabilitdt und Freie Energie in einen Bereich mit stabilem oder metastabilem Film
sowie spinodaler Entnetzung unterteilt werden. Ausgehend von einem flachen Film mit
ho =2,70 und hy= 5,80 im Bereich spinodaler Entnetzung ergeben sich die Zeitent-
wicklungen in Abb. : Fiir ho = 2,70 zeigt sich ein direkter Ubergang zum linear
stabilen Zwei-Streifenzustand S2, der bei ¢~ 0,6 -10% erreicht wird. Fiir einen flachen
Film mit groferer mittlerer Filmhohe hg = 5,80 zeigt sich ein vergleichbarer, allerdings
deutlich langsamer verlaufender Entnetzungsprozess zum S2-Zustand. Dieser ist zwar
ausgehend von der Stabilitdtsanalyse des stationdren Zustands linear instabil, allerdings
ist der zugehérige Eigenwert von der Gréfenordnung O(107*) und damit verhiltnisméRig
klein. Die rdumliche Diskretisierung des Systems im Rahmen der Zeitsimulation hat dar-
iiber hinaus stabilisierende Effekte bzgl. der Position der Kontaktlinie. Sind diese Effekte
grofs im Vergleich zur Anwachsrate der korrespondierenden Mode, d.h. in diesem Fall
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ABBILDUNG 4.18: Energiediagramm der energetisch relevanten Losungen auf einem Substrat mit zweidimen-
stonaler Vorstrukturierung ggD(x,y) und Strukturamplitude € = 1,00. Ausgehend vom @Q4-Ast, der Tropfen
auf den wvier hydrophilen Bereichen entspricht, zweigt in einer primdren Bifurkation (0) eine Q2-Ldsung mit
zwei bedeckten Bereichen ab (uvgl. Abb. . Diese ist durch eine sekunddre Bifurkation (@) mit der QI1-Lisung
verbunden, die dariber hinaus tertiare Bifurkationen (©) zum S1-Ast (blau) aufweist. Dariber hinaus ist in grin
der QJ*—4st dargestellt, der einem Tropfen auf einem der hydrophoben Bereiche entspricht (vgl. Abb. . Zur
besseren Ubersicht ist ausschlieflich der lineare stabile durch (m) begrenzte Teilast dargestellt.

Q4 ho~191 Q2 hy=300 QI ho=300 Sl hy=4,50

—-60 0 60 —-60 O 60 —-60 O 60 —-60 O 60

T x T T

ABBILDUNG 4.19: Tropfen- und Streifenlosungen auf einem Substrat mit vier Bereichen héherer Benetzbarkeit,
d.h. Strukturfunktion g3° (z,y) und Amplitude & =1,00. Von links nach rechis ist die Q4-Lisung bei mazimaler
stabiler mittlerer Filmhohe ho ~ 1,91, die beiden Lésungen Q2 und Q1 bei ho = 3,0 und die Streifenlosung
S1 bei ho =4,50 abgebildet.

zum Anwachsen und Schrumpfen der Streifen, wird die linear instabile Losung kiinstlich
stabilisiert. Der Ubergang zum Grundzustand S1 kann in der Zeitsimulation also nicht
beobachtet werden.

Analysiert man analog zu Abb. das Energiediagramm auf einem Substrat mit
der Strukturfunktion ¢g2°(x,y), ergeben sich die Losungstypen in Abb. Ausgehend
von der priméren Losung Q4 zweigt die Zwei-Tropfenlosung Q2 in einer superkritischen
Pitchfork-Bifurkation bei hg =~ 1,91 ab, sodass Q4 fiir hg 2 1,91 linear instabil
ist. Vom zunéchst linear stabilen Q2-Ast zweigt die Losung Q1 in einer sekundéren
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ABBILDUNG 4.20: Entnetzungsprozesse auf einem Substrat mit vier hydrophilen Bereichen. Fir ho = 1,90
(links) zeigt sich analog zu Abb. E ein direkter Ubergang (griin) vom flachen Film in den energetischen
Grundzustand Q4 (rot), der bei t~1,0-10° erreicht wird. Fir ho = 5,80 geht der flache Film in einer
dhnlichen Zeitskala in den Q4-Zustand tber, der nach einer relativ langen Zeit bei ¢~ 13-10%  direkt in den
linear stabilen Grundzustand Q1™ tibergeht und diesen bei t ~ 16-10° erreicht.

subkritischen Pitchfork-Bifurkation ab, stabilisiert sich in einer Sattel-Knoten-Bifurkation
und stellt bis  hp =~ 3,04 den energetischen Grundzustand dar. Im Bereich 3,04 < hy <
3,64 ist der Grundzustand durch die Losung S1 gegeben, die einem einzelnen Streifen
entspricht, der zwei der vier hydrophilen Bereiche bedeckt. Dieser ist durch zwei tertidre
subkritische Pitchfork-Bifurkationen mit dem Ast Q1 verbunden. Fiir die in Abb.
gezeigte Zeitsimulation ist weitergehend die Losung Q1* relevant, die einem einzelnen
Tropfen auf einem der vier Bereiche niedrigerer Benetzbarkeit entspricht. Dieser Ast ist
auf nichttriviale Weise mit den bereits erwdhnten priméren Losungstypen verbunden, die
Tropfen und Streifen auf hydrophoben Bereichen aufweisen. Diese haben fiir die gezeigte
Entnetzungsdynamik keine Relevanz, sodass der Q1*-Ast nur partiell abgebildet ist. Da
sich die unterschiedliche Benetzbarkeit hier im Wesentlichen auf die Kontaktlinie bezieht
und aufgrund des grofen Anteils der Kontaktregion auf den Bereichen hoher Benetzbarkeit
(vgl. Abb. ist diese Losung bis zu einer mittleren Filmhohe von hY ~ 11,61
energetisch bevorzugt. Die Zeitsimulationen mit flachen Filmen der Hohe hy = 1,90
und hg = 5,80 als Anfangsbedingung zeigen ein zur eindimensionalen Strukturfunktion
analoges Verhalten (vgl. Abb. u. . Im Bereich einer stabilen Vier-Tropfenlosung
zeigt sich ein direkter Ubergang zum betreffenden Zustand, sodass dieser bei ¢ =~ 1,0-10°
erreicht wird. Im Bereich der instabilen Q4 Losung sind die Eigenwerte auch fiir den Fall
der zweidimensionalen Strukturfunktion mit O(1072) sehr klein, sodass die linear instabile
Losung iiber einen relativ langen Zeitraum besteht. Bei t ~ 13-10® geht diese dann
allerdings in den Grundzustand Q1* {iber.
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Insgesamt zeigen die durchgefiihrten numerischen Analysen die Auswirkung bestimmter
Vorstrukturierungen auf die Topologie der Bifurkationsdiagramme und die Dynamiken
der Entnetzungsprozesse im Vergleich zum homogenen Substrat. Dariiber hinaus wird
die lineare Stabilisierung von Losungen mit mehreren Streifen oder Tropfen durch eine
geeignete Heterogenitét bis zu einer bestimmten mittleren Filmhohe in Phasendiagrammen

quantifiziert und bestétigt.






KAPITEL FUNF

Tropfendynamik auf geneigten

homogenen Substraten

7 Zustand ist ein albernes Wort;

weil nichts steht und alles beweglich ist. "

- JOHANN WOLFGANG V. GOETHE,
Briefe an B. G. Niebuhr, 1812.

N achdem das Hauptaugenmerk in Kap. [3| und [ auf der Analyse von Entnetzungs-

prozessen ausgehend von flachen Filmen hin zu strukturierten Tropfen- oder
Streifenmustern gerichtet ist, wird im Folgenden die Auswirkung lateraler Triebkrdfte auf
Tropfen analysiert. In einem ersten Schritt wird das unterliegende Substrat zunéchst als
homogen benetzbar angenommen (vgl. [56]). Ohne Kondensation ergibt sich folglich:

Triebkraft: a#0 = Y = Gyla,0)7,
Kondensation: Pk - 0 = Qg — 0, (5.1)
Benetzbarkeit: E—=>0 = P = Ah+1(h).

Die resultierende Gleichung

he=—V - {Q(h)ﬁ [ Ah + H(h)] v Q(h);g’} (5.2)

kann damit im Unterschied zu Kap. [3|und [4] aufgrund der nicht verschwindenden Flisse iiber
die Rénder in der stationdren Form nur durch Anwendung des Gaufischen Integralsatzes
[162] integriert werden. Nach diesem ist der Wert des Integrals allerdings nur noch durch
die Randintegrale, d.h. die Fliisse iiber die Réander, bestimmt, sodass die rdumliche
Information verloren geht. Gl. kann folglich in zwei Raumdimensionen nicht ohne
Weiteres integriert werden, sodass fiir die folgenden Analysen stets die urspriingliche
Gleichung vierter Ordnung verwendet wird. Reduziert man die Betrachtung auf eine
Dimension, ist eine direkte Integration, im Zuge derer der Fluss iiber die Rénder als
Integrationskonstante eingefiihrt wird, wiederum moglich (vgl. [I80] 183]).
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5.1 Mitbewegtes Bezugssystem & lineare Stabilitdtsanalyse

Betrachtet man Gl. (5.2)) in einem mitbewegten Bezugssystem der Geschwindigkeit U,

manifestiert sich dies in einer Transformation der Ortskoordinaten gemafs
7 — 7 — (U0)7t. (5.3)
Fiir die zeitliche Ableitung des Hohenprofils h(7t) ergibt sich damit

dh(7 — (U,0)Tt,t)
dt

= VAU + hy, (5.4)
sodass GI. iibergeht in
he=—V - {Q(h)ﬁ [ Ah+ H(h)] +(Q(h)Goa — hU,O)T} . (5.5)

Dies entspricht somit einer Erweiterung der in Gl. (2.52)) definierten Triebkraft gegeben
durch

X — ¥ — (hU0)T. (5.6)

Der zusétzliche Term h,U entspricht dabei einem Advektionsterm (engl.: advective term)
in z-Richtung. Im Sinne des Modells beschreibt dieser also eine Advektion der Fliissigkeit
durch eine gleichférmige Bewegung des Substrats mit der Geschwindigkeit U in negative
xz-Richtung. Vollig konsistent kann die gegebene Transformation also einem Ziehen des
Substrats mit der Rutschgeschwindigkeit des Tropfens oder einem mit bewegtem Bezugs-
system entsprechen. Erstere Interpretation wird analog im Fall eines gezogenen Meniskus
(s. Anh. B.6) verwendet. Eine lineare Stabilitdtsanalyse von GI. analog zu Kap. [3.1.1
mit dem Stérungsansatz

h(7L) = ho + gexp [5(/5)15 +ik - (7 — (U,O)Tt)] (5.7)
liefert geméf Anh. A.1 fiir «a #0 einen zu Gl. (3.5) analogen Ausdruck

BUIKI) = =Q(ho) R [B* = s (o)’ (5.8)

fiir die Wachstumsrate. Des Weiteren berechnet sich die Phasengeschwindigkeit der ebenen
Wellen auf dem geneigten Fliissigkeitsbad zu

U= Qh(ho)GoOZ . (59)

Im Folgenden werden zunéchst Systeme mit einzelnen rutschenden Tropfen betrachtet. Da-
bei werden die durch verschiedene Dynamiken charakterisierten Regime im Parameterraum
zunéchst schrittweise analysiert und anschlieffend in Kap. in einem vollstandigen
Bifurkationsdiagramm zusammengefasst.
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5.2 Einzelne rutschende Tropfen

Bewegte Strukturen mit konstanter Geschwindigkeit U , die ihre Morphologie nicht d&ndern,
sind stationédre Losungen von Gl. . Die numerische Kontinuierung dieses Systems
wird auf einem Gebiet Q = [—[,/2,0,/2] x [-1,/4,l,/4] durchgefiihrt. Dabei werden
an den Réndern in z-Richtung, d.h. 7€ (£l,/2,y)T, periodische und in y-Richtung,
dh. 7€ (z,+1,/4)", Neumann-Randbedingungen festgelegt. Analog zu den vorherigen
Kapiteln werden die stationdren Losungen auf einem in y-Richtung erweiterten Gebiet
Qe = [—1,/2,0,/2] x [=1,/2,l,/2] mit periodischen Randbedingungen ausgewertet. Im
Allgemeinen wird fiir die Simulationen ein rechteckiges Gebiet gewahlt, sodass 1, > 1, .
Da die Hauptmerkmale der in Kap. zusammengefassten Dynamiken nicht von
der longitudinalen Ausdehnung [, des Gebiets abhéngen, wird das Seitenverhéltnis bei
konstanter transversaler Ausdehnung [, jeweils derart angepasst, dass die jeweiligen
Merkmale bestmdglich herausgearbeitet werden kénnen.

5.2.1 Vergleich von Streifen & Tropfen

Fiihrt man eine Kontinuierung der homogenen Filmlosung in der mittleren Filmhohe hg
durch, sind die Positionen der priméaren Bifurkationen geméf Gl. unabhéngig von
a . Durch das zunéchst gewidhlte Seitenverhaltnis von 2:1, sodass [, = 2l, = 200,
entspricht die primére Bifurkation mit der kleinsten Wellenzahl einem in y-Richtung
ausgerichteten Streifen. Die fundamentale Ein-Tropfenlosung entspricht fiir dieses Gebiet
nicht den quadratischen Tropfenlosungen, sondern geht aus einer sekundéren Bifurkation
der Streifenlosung hervor, an der die kontinuierliche Translationssymmetrie in y-Richtung
gebrochen wird. Diese topologische Anderung des Bifurkationsdiagramms bspw. im Ver-
gleich zu Abb. ist auf die explizite Brechung der diskreten Rotationssymmetrie geméfs

RZ — R™ durch das verinderte Seitenverhiltnis zuriickzufiihren.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird das effektive Tropfenvolumen Vi als Fliissig-

keitsvolumen iiber der Adsorptionsschicht hy im Gleichgewicht als Kontrollparameter
eingefiihrt. Dieses berechnet sich analog zur mittleren Filmhohe hy in Gl. (2.67) geméaf

Vpo= / h — ha dif = lyl,(ho — ha) . (5.10)
Qc

Fir a=0,0 und o« =3,0 ergibtsich damit das Bifurkationsdiagramm in Abb.
Beim Ubergang von horizontalem zu geneigtem Substrat wird deutlich, dass sich die oben
beschriebene Topologie der Losungséste fiir kleine Volumina nicht dndert. Fiir steigen-
de Tropfenvolumina ergeben sich groftere Unterschiede zwischen den Losungen auf dem
geneigten und horizontalen Substrat. Als weiterer Losungsast ist eine Streifenlosung mit
in z-Richtung ausgerichtetem Streifen eingezeichnet. Diese Losung geht ebenfalls aus
einer priméren Bifurkation des homogenen Films hervor und wird im spateren Verlauf als
Referenzlosung hgres zur Berechnung der globalen Dissipation in Kap. herangezogen.
In Abb. sind die Hohenprofile der quasi-eindimensionalen Streifenlésungen und der
Tropfenlésungen im horizontalen und geneigten Fall fir Vi = 1,5-10* gezeigt. Die
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ABBILDUNG 5.1: Bifurkationsdiagramm im Tropfenvolumen Vo mit homogener Filmlosung (schwarz) sowie
Streifen- (blaw) und Tropfenlésung (Tot) auf einem rechteckigen Gebiet mit 1, = 21, = 200. Die lineare Stabilitat
ist hier nur fir den Ast des homogenen Films dargestellt. Aufgrund der expliziten Brechung der Rotationssymmetrie
durch die Geometrie des Gebiets geht der Ast der Tropfenldsungen nicht aus einer primaren Pitchfork-Bifurkation
(0) der Filmlosung, sondern aus einer sekunddren Bifurkation (©) der Streifenlésung hervor. Eine Neigung des
Substrats hat im Bereich kleiner Volumina keine Auswirkung auf die Topologie des Bifurkationsdiagramms. Zu
groferen Tropfenvolumina unterscheiden sich die Losungen und damit die mittleren Abweichungen ||6h|| zwischen
horizontalen (gestrichelte Linien) und geneigten (durchgezogenene Linien) Systemen.
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ABBILDUNG 5.2: Hohenprofile der ein- und zweidimensionalen Lésungen fiir ein horizontales und geneigtes
Substrat bei Vi =1,5-10*. Der schwarze Pfeil deutet jeweils die Bewegungsrichtung an. Die linke Abbildung
zeigt einen Querschnitt in x-Richtung durch die Streifenlosung auf einem horizontalen (schwarz) Substrat und ge-
neigten (rot) Substrat. Durch die Neigung und die endliche Rutschgeschwindigkeit wird die Links-Rechts-Symmetrie
des Streifens gebrochen, sodass sich an den beiden Kontaktlinien unterschiedliche scheinbare Kontaktwinkel zeigen.
Fiir zweidimensionale sphdrische Tropfen (mittlere und rechte Abbildung) ergibt sich ein dhnliches Verhalten. Durch
die zweidimensionale Geometrie und den damit verbundenen zusdtzlichen Freiheitsgrad kommt es zur Bildung einer
Kuspe. Fir eine deutlichere Darstellung sind jeweils geeignete Ausschnitte des physikalischen Gebiets Qe gezeigt.
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ABBILDUNG 5.3: Bifurkationsdiagramm im Tropfenvolumen Vv und der Geschwindigkeit U mit homogener
Filmlosung (schwarz) sowie Streifen- (blau) und Tropfenlosung (rot) auf einem rechteckigen Gebiet mit 1, =
2l, = 200 wund Neigung um « = 1,0. Die eindimensionale Streifenlosung in x-Richtung ist durch zwei
primdre Bifurkationen (0) mit der homogenen Filmlésung verbunden. Die lineare Stabilitdt ist durch unterbrochene
und durchgezogene Linien gekennzeichnet. Die Streifenlésungen sind fiir alle Volumina linear instabil. Der Ast
der Tropfenlosungen hat einen relativ weiten linear stabilen Parameterbereich, der durch eine charakteristische
Sattel- Knoten-Bifurkation begrenzt ist. Das Volumen, fir das die Bifurkation auftritt, hingt von der Neigung ab
und wird im Folgenden als kritisches Volumen Vi,it bezeichnet. Nach einer zweiten Bifurkation ergibt sich ein
Bereich mit komplezen linear instabilen Eigenwerten (vgl. Kap. . Zur besseren Ubersicht ist der Tropfen-Ast
nur bis zum Punkt (m) der Wechselwirkung zwischen Tropfen und periodischen Randern gezeigt (s. Kap.|5.2.

endliche Neigung und Rutschgeschwindigkeit fiihrt im Fall der eindimensionalen Strei-
fenlosungen zu einer Brechung der Spiegelsymmetrie, sodass der Fortschreitwinkel (engl.:
advancing contact angle) vergrofert und der Rickzugswinkel (engl.: receding contact angle)
verkleinert wird (vgl. Abb. . Im Fall eines zweidimensionalen Tropfens ist bezogen auf
den Kontaktwinkel ein analoges Verhalten zu beobachten. Durch die zweidimensionale
Geometrie formt sich hier allerdings eine Kuspe an der in Bewegungsrichtung hinteren
Seite des Tropfens aus.

Betrachtet man die Geschwindigkeit U der Strukturen in Abhéngigkeit vom Volumen
Vr , ergibt sich das Bifurkationsdiagramm in Abb.[5.3] Die Geschwindigkeit der homogenen
Filmlésung ist dabei durch die in GI. definierte Phasengeschwindigkeit des Storungs-
ansatzes ebener Oberflichenwellen gegeben. Der linear instabile Bereich dieser Losung
ist durch zwei primére Bifurkationen begrenzt, an denen der Ast der eindimensionalen
Streifenlosung abzweigt. Die eindimensionalen Querschnitte durch die Hohenprofile der
Streifenlosung entlang des Astes sind in Abb. dargestellt: Mit steigendem Volumen
Vr (5,0-10* — 11,0-10* — 15,0-10* — 19,6 - 10*) wiichst der Streifen zunichst
in der Hohe und beginnt dann — charakterisiert durch ein lokales Maximum in U bei
Vi &~ 11,0-10* —  eine Schulter auszubilden. Dieser verldngert sich bei konstanter Hohe
des Streifens bis eine Wechselwirkung iiber die periodischen Rénder stattfindet, die sich in
einer Sattel-Knoten-Bifurkation bei Vi =~ 19,6 - 10* manifestieren. Im weiteren Verlauf
des Astes geht das Hohenprofil dann in eine Oberflachenwelle {iber, deren zunéchst endliche
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ABBILDUNG 5.4: Héhenprofile der eindimensionalen Streifenldsung im Querschnitt fiir verschiedene Volumina bei
fizierter Neigung o« = 1,0. Die Bewegungsrichtung ist durch einen schwarzen Pfeil angedeutet. Bis zu einem
lokalen Mazimum in der Geschwindigkeit U bei Vi ~ 11,010 (5. Abb. blauer Ast) ist die Anderung
der Morphologie des Hohenprofils qualitativ gering, sodass der Streifen im Wesentlichen in der Héhe anwdchst
(schwarz — blau). Im weiteren Verlauf des Astes bildet sich eine Schulter aus (rot), die elongiert wird, bis eine
Wechselwirkung tber die periodischen Randbedingungen stattfindet (griin). Schlussendlich geht die Lésung in eine
Oberflachenwelle iber (orange).
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ABBILDUNG 5.5: Hohenprofile der zweidimensionalen Tropfenlosung fiir verschiedene Volumina bei fizierter
Neigung o =1,0. Fir kleine Volumina (obere Reihe) ergeben sich zundchst bzgl. der Kugelkappenform leicht
deformierte linear stabile rutschende Tropfen. Durch zwei charakteristische Bifurkationen (vgl. Abb. ergibt
sich ein zweiter Losungstyp von rutschenden Tropfen, die durch einen Schweif ausgezeichnet sind (untere Reihe),
der mit zunehmendem Volumen elongiert wird, bis eine Wechselwirkung mit den periodischen Réindern stattfindet.
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Amplitude verringert wird, bis der Ast in einer zweiten priméren Bifurkation endet. Detail-
lierte Untersuchungen der Streifenlésungen bzw. der eindimensionale Diinnfilm-Gleichung
sind in [I80, 183 [I87] gegeben.

Fiir die zweidimensionalen Tropfen ergibt sich bezogen auf die Topologie des Bifurkati-
onsdiagramms in Abb. ein qualitativ unterschiedliches Verhalten:

Dabei sei an dieser Stelle zunéchst erwidhnt, dass die Wechselwirkung iiber die peri-
odischen Randbedingungen im Rahmen dieser Arbeit nur kurz in Kap. analysiert
wird, sodass der Ast der Tropfenlosung hier nur bis zum Punkt der entsprechenden
Wechselwirkung gezeigt wird.

Beschrankt man sich also auf Losungen, bei denen die Kontaktlinien in hinreichend
grofem Abstand zueinander lokalisiert sind, zeigen sich fiir die Tropfenlosung zwei charak-
teristische Sattel-Knoten-Bifurkationen bei Vpr~7,3-10* und Vr=~4,1-10*, im
Zuge derer der Tropfen analog zur Streifenlosung einen Schweif ausbildet (s. Abb. .
Im Unterschied zu der ohnehin linear instabilen Streifenlosung weist der Ast der Trop-
fenlosung also einen durch eine Bifurkation gekennzeichneten kritischen Punkt auf, der
den linear stabilen Teilast begrenzt. Anschaulich bedeutet dies, dass Tropfen bei fixiertem
Neigungswinkel bis zu einem kritischen Volumen Vi linear stabil rutschen. Jenseits
dieses Volumens ist eine Instabilitat der Tropfen zu erwarten, die in Kap. detailliert
untersucht wird.

Vergleicht man die Hohenprofile der Streifen- (s. Abb. und Tropfenlésungen (s.
Abb. im Detail, zeigt sich entlang der Teildste ein analoges Verhalten: Bis zu einem
signifikanten Ubergang, der fiir die Tropfenlésungen eindeutig durch die erste Sattel-Knoten-
Bifurkation charakterisiert werden kann, ist die morphologische Anderung des Hohenprofils
auch hier marginal und manifestiert sich im Wesentlichen durch das Anwachsen in der
Hohe und die Ausbildung einer Kuspe im Bereich der Bifurkation. Nach der zweiten
Sattel-Knoten-Bifurkation hat sich ein Schweif ausgebildet, der elongiert wird, bis er die
periodischen Rénder bei Vi & 8,2-10% erreicht. Die Tropfenlésungen werden an der
zweiten Bifurkation dariiber hinaus nicht linear stabilisiert, sondern gehen in einen linear
instabilen Teilast mit komplex konjugiertem Eigenwertpaar {iber. Fiir grofere Tropfen, d.h.
kleinere Neigungen, wird der Ast schlussendlich in einer Hopf-Bifurkation linear stabilisiert
bevor eine Wechselwirkung mit den periodischen Réndern eintritt. Eine detaillierte Analyse
dieses Teilastes und der korrespondierenden Instabilitat ist in Kap. gegeben.

Im Folgenden werden die Tropfenlosungen auf dem horizontalen Substrat als Startlo-
sungen verwendet, um Kontinuierungen in o durchzufithren und damit die Morphologie
der Losungen bei verschiedenen fixierten Volumina und variabler Neigung zu untersuchen.

5.2.2 Dynamik im Regime kleiner Neigungen

Fiihrt man eine Kontinuierung der Tropfenldsungen des horizontalen Substrats in Abb.
in der Neigung o durch, in dem man das Volumen auf verschiedene Werte fixiert, ergeben
sich zu Abb. topologisch vergleichbare Bifurkationsdiagramme. Beschrinkt man sich
zundchst auf den ersten Abschnitt, d.h. auf den linear stabilen Teilast und die erste Sattel-
Knoten-Bifurkation, lassen sich fiir die Tropfenvolumina Vp =4-10*, Vp =5-10* und
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ABBILDUNG 5.6: Bifurkationsdiagramme in der Neigung « fiir verschiedene Tropfenvolumina Vr . Die allgemeine
Topologie der Kurven bleibt fiir verschiedene Volumina identisch: Fir kleine Neigungen mit « < 0,5  zeigt
sich eine linearer Zusammenhang zwischen Neigung und Geschwindigkeit. Fir grifiere Werte von a weicht die
Kurve zu kleineren Geschwindigkeiten vom linearen Anstieg ab. Mit steigenden Volumina (schwarz — blau
— rot) vergrofSert sich die Steigung des linearen Bereichs. Des Weiteren verschiebt sich die signifikante Sattel-
Knoten-Bifurkation, die den linear stabilen Teilast fundamentaler rutschender Tropfen begrenzt, zu kleineren
Netgungen.
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ABBILDUNG 5.7: Héhenprofile der Tropfenlésung mit fiziertem Volumen Vi = 6-10*  fir verschiedene
Neigungen o . Fir kleine Neigungen mit o« < 0,5 weicht das Hohenprofil nur marginal von der Kugelkappenform
der ruhenden Losung ab. Im Bereich der Bifurkation bei « 1,1 (vgl. Abb. bildet sich eine Kuspe auf der
rickwdrtigen Seite des Tropfens.

Vp =6-10* die Kurven in Abb. berechnen. Allgemein wird deutlich, dass die Kurven
ihre Topologie unter Variation des Volumens nicht é@ndern. Diese Aquivalenz und die
Reduktion auf eine Masterkurve bei geeigneter Skalierung werden in Kap. [5.2.6 detailliert
untersucht. Die Neigung, fiir die die Bifurkation auftritt, hdngt analog zu Abb. vom
Volumen ab und wird zunéchst als kritische Neigung .y bezeichnet.

Unabhéngig vom Tropfenvolumen zeigt sich fiir kleine Neigungen, d.h. « < 0,5, ein
linearer Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Neigung mit einer fiir das Tropfen-
volumen charakteristischen Steigung (U/a )y, in Ubereinstimmung mit den experimentellen
Ergebnissen [99] 136]. Betrachtet man die Hohenprofile in Abb. wird deutlich, dass
die rutschenden Tropfen in diesem Regime nur geringfiigig von einer Kugelkappenform der



KAPITEL 5. TROPFENDYNAMIK AUF GENEIGTEN HOMOGENEN SUBSTRATEN 87

a=(76+03)-10"° b= 0,568 % 0,002

10° 3
E -
E M’XM
) *
S~— _1 _
%D 10 ,XM
3 %
10—2 .
% __,¢>4*9°‘°‘
g - ——— Potenzgesetz  (U/a)jjn = a - V2
= XXx Ermittelte Steigungen
10_3 ! M L L L L | M M L L L L | M M L L L L | M M L L
103 104 10° 108 107

Tropfenvolumen Vry

ABBILDUNG 5.8: Abhdngigkeit der linearen Steigung (X) vom Tropfenvolumen im Regime kleiner Neigungen und
Potenzgesetz (schwarz gestrichelt). Der Zusammenhang zwischen linearer Steigung (U/a)in und Tropfenvolumen
Vr zeigt einen erwarteten Verlauf: Fir grofSere Tropfen nimmt die Rutschgeschwindigkeit U bereits fiir kleine
Neigungen o deutlich zu. Das Verhdltnis zwischen Geschwindigkeit und Neigung in Abhdngigkeit vom Volumen
kann genutzt werden, um Vorhersagen gemdf$ Gl. bzgl. der inneren Reibung zu treffen.

ruhenden Losungen abweichen und daher als fundamentale rutschende Tropfen bezeichnet
werden konnen. Die Abweichung vom linearen Verhalten in der Nahe der Sattel-Knoten-
Bifurkation fiir « 2 1,0 ist dagegen direkt mit der Ausbildung einer Kuspe auf der
riickwartigen Seite des Tropfens verkniipft. Unabhéngig vom Tropfenvolumen tendiert die
Kurve im Vergleich zur Fortsetzung des linearen Anstiegs in diesem Parameterbereich
zu kleineren Geschwindigkeiten. Unter Variation des Volumens, d.h. im Vergleich der
verschiedenen Kurven, werden zwei grundsétzliche Einfliisse des Volumens deutlich: Zum
einen wird die Steigung des linearen Bereichs mit dem Tropfenvolumen vergrofiert, sodass
grofere Tropfen bei fixierter Neigung natiirlich mit hoherer Geschwindigkeit rutschen.
Zum anderen verschiebt sich die Bifurkation, die den linear stabilen Teilast fundamentaler
rutschender Tropfen begrenzt, fiir grofere Volumina zu kleineren Neigungen. Anschaulich
bedeutet dies, dass Tropfen bis zu einem festen Neigungswinkel ay.i; in einer linear stabilen
Form rutschen, der mafgeblich durch das Tropfenvolumen bestimmt wird. Die Dynamik
jenseits dieser kritischen Neigung mit « 2 qiqy  wird in Kap. untersucht.

Fiihrt man die Kontinuierung des linearen Regimes in Abb. fiir ein breites Spektrum
von Tropfenvolumina durch und bestimmt die jeweiligen Steigungen (U/a)y,, ergibt
sich der in Abb. dargestellte Zusammenhang. Das zugehorige einfache Potenzgesetz
lasst auf eine vom Tropfenvolumen unabhéngige innere Dynamik fiir die in Abb. [5.7]
dargestellten Tropfen schliefen. Interpretiert man den linearen Zusammenhang zwischen
der Neigung a, d.h. der Triebkraft, und der resultierenden Rutschgeschwindigkeit U im
physikalischen Sinne, liegt der Vergleich mit einem mechanischen System nahe: Fiir einen
Korper, der durch die Gewichtskraft auf einer geneigten Ebene entgegen einer gewissen
Gleitreibung beschleunigt wird, ldsst sich im Fall einer konstanten Geschwindigkeit U ein
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Kriftegleichgewicht zwischen Triebkraft Fz und Reibung Fgr aufstellen:
Fr = Fg (5.11)
= f(V)U =sin(a)V = aV. (5.12)

Die Gewichtskraft F; ist dabei fiir kleine Neigungen proportional zum Neigungswinkel «
und zur Masse, d.h. zum Volumen V' | des Korpers. Fiir kleine Geschwindigkeiten kann man
dariiber hinaus annehmen, dass die Reibungskraft Fr — unter Bezugnahme auf das Gesetz
von Stokes [I18] — proportional zur Geschwindigkeit U ist. Der Reibungskoeffizient f(V/)
skaliert dabei allgemein mit der effektiven — fiir die Reibungskraft relevanten — Grundfliche
des Korpers. Fiir eine feste Geometrie ergibt sich damit allerdings ebenfalls eine implizite
Abhéngigkeit vom Volumen V.

Fiir eine Halbkugel kann in der Mechanik bspw. angenommen werden, dass die gesamte
Fliche zur Reibung beitrigt, sodass zwangslaufig  fp(V) ~ V3  gilt. Im Fall einer
halben Hohlkugel mit hinreichend diinner Wandung hat hingegen nur eine kreisférmige
Linie Kontakt zur Ebene und tréagt zur Reibung bei. Analog kann fiir diesen Fall gefordert
werden, dass  f.(V) ~ V3. Unter Anwendung dieser Grenzfille auf Gl. ergibt
sich damit folgende Fallunterscheidung;:

V1/3 f.. ’
__v _ i fr (5.13)
(V) V23 fir fr.

v
o
Anhand der Skalierung der Steigung (U/a )y, mit dem Volumen Vi kann also eindeutig
zwischen diesen beiden Grenzfillen unterschieden werden.

Betrachtet man nun die im Potenzgesetz in Abb. gefundene Potenz b = 0,568,
wird deutlich, dass diese wesentlich ndher am Wert 2/3 liegt. Insgesamt stellt das im
Regime kleiner Neigungen giiltige Potenzgesetz heraus, dass der fiir die Reibung relevante
Bereich zwischen Tropfen und Substrat im Wesentlichen mit dem Umfang des Tropfens,
d.h. mit der Kontaktlinie, skaliert. Es ist also anzunehmen, dass die Reibungskrafte in der
Kontaktregion lokalisiert sind. Bei der an dieser Stelle beschriebenen Reibung handelt es
sich allerdings nicht wie im mechanischen Beispiel um eine Gleitreibung — diese ist durch
die Haftbedingung am Substrat ausgeschlossen — sondern um eine innere viskose Reibung.
Da die viskose Reibung direkt mit dem hydrodynamischen Geschwindigkeitsfeld und der
lokalen viskosen Dissipation (s. Gl. ) verkniipft ist, kann die oben beschriebene
Annahme durch diese Felder iiberpriift werden. Berechnet man das dreidimensionale
Geschwindigkeitsfeld nach GI. und , ergeben sich die in Abb. dargestellten
Projektionen. Dabei wird das zugrunde liegende Feld auf das lokale Hohenprofil h(7)
normiert und jeweils iiber eine Ortskoordinate integriert, sodass fiir die (x,y)-Ebene bspw.

h
1
0
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ABBILDUNG 5.9: Dreidimensionales Geschwindigkeitsfeld 7 im mitbewegten Bezugsystem eines rutschenden
Tropfens im Regime kleiner Neigungen. Gezeigt sind die Projektionen auf die (x,y)-, (v,2)- und (y,z)-Ebene,
wobei die Farbskala den jeweils normierten Betrag des Geschwindigkeitsfelds auf den Maximalwert angibt. Die
schwarze Linie stellt die Kontaktlinie (links) und die Héhenprofile im Querschnitt (Mitte und rechts) dar. Des
Weiteren ist die Bewegungsrichtung in der (z,y)- und (z,z)-Ebene durch einen schwarzen Pfeil angedeutet. Die
(y,2)-Ebene entspricht der Riickansicht des Tropfens. In der oberen Reihe ist ein Tropfen mit Vr =6 - 10*  und
a = 0,50 dargestellt (vgl. Abb. . Die untere Reihe zeigt eine morphologisch vergleichbare Tropfenldosung
mit  Vp =320-10* und o = 0,03. Insgesamt zeigt sich in beiden Fille eine qualitativ identische innere
Dynamik, die eine Rollbewegung der Flissigkeit auf einem durch die Haftbedingung dominierten Strémungsfeld
parallel zum Substrat beschreibt. Dabei sind die Geschwindigkeiten innerhalb des Tropfens deutlich geringer, als in
der Adsorptionsschicht.

gilt. In den oberen drei Abbildungen sind die Projektionen fiir den in Abb. dargestellten
Tropfen bei «a = 0,5 visualisiert. Betrachtet man zunéchst die Projektion auf die (x,y)-
Ebene, d.h. die Sicht von oben, zeigen sich zwei signifikante gegenlédufige Wirbel in den
beiden Flanken des Tropfens. Die Geschwindigkeit der Adsorptionsschicht ist aufgrund der
Haftbedingung durch die Geschwindigkeit des Substrats dominiert und deutlich grofer als
die inneren Geschwindigkeitsfelder. Vergleicht man diese Projektion mit der Darstellung
der (z,2)-Ebene, wird deutlich, dass diese Wirbel zusétzlich eine Rotation in (x,z)-Richtung
aufweisen. In der Néhe des Substrats ist der Wirbel durch einen Bereich begrenzt, in
dem das Geschwindigkeitsfeld aufgrund des Einflusses der Haftbedingung parallel zur
Grundflache ausgerichtet ist. Auch in der Perspektive der Bewegungsrichtung sind die
Wirbel leicht gekippt, sodass sich in der (y,z)-Ebene ebenfalls eine Rotation zeigt.
Insgesamt durchlauft die Fliissigkeit im Inneren des Tropfens also eine Rollbewegung
auf einem Stromungsfeld parallel zum Substrat (vgl. [103]). Fiir einen Tropfen mit deut-
lich vergrofertem Volumen Vi = 320 -10%, der in Abb. durch die untere Reihe
reprasentiert wird, veréndert sich die allgemeine Struktur des Stromungsfelds nicht. In
der (z,z)-Ebene zeigt sich allerdings ein geringerer Einfluss der Haftbedingung in Relation
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ABBILDUNG 5.10: Zweidimensionale Projektion der lokalen Dissipation rutschender Tropfen im Regime kleiner
Neigungen. Sowohl fiir den kleineren Tropfen (links) mit Vi = 6-10*, als fiir den deutlich gréfieren Tropfen
(rechts) mit Vr = 320-10* ist die viskose Dissipation D(F) im Bereich der in weiff dargestellten Kontaktlinie
lokalisiert. Insgesamt ist die grundsdtzliche raumliche Struktur der Dissipation unabhdngig vom Tropfenvolumen.

zum gesamten Stromungsfeld, sodass die Rollbewegung ausgeprégter erscheint. Die ver-
gleichbare Morphologie und innere Dynamik ist bei diesem Tropfen bei einem deutlich
kleineren Neigungswinkel « = 0,03 erreicht. Dies ergibt sich direkt aus der in Abb. [5.6]
dargestellten Verschiebung des Losungsastes bei Variation des Volumens.

Durch die Haftbedingung und das Geschwindigkeitsfeld in Abb. [5.9 wird des Weiteren
deutlich, dass die in GI. getroffene Fallunterscheidung des Reibungsansatzes in
Gl — wie bereits erwdhnt — nicht auf eine mechanische Reibung zuriickzufiihren ist,
sondern auf eine innere viskose Reibung und damit auf die Dissipation. Nach GI.
ergibt sich diese Grofe in der langwelligen Néherung durch die quadratischen z-Gradienten
des Geschwindigkeitsfelds. Berechnet man die zweidimensionale Projektion auf die (z,y)-
Ebene gemaf GI. , ergeben sich fiir die oben beschriebenen Tropfenldsungen die
raumlichen Verteilungen in Abb. [5.10] Betrachtet man zunéchst den kleineren Tropfen auf
der linken Seite, ist eine Lokalisation der inneren Reibung im Bereich der fortschreitenden
und zuriickziehenden Kontaktlinie erkennbar. An den Flanken des Tropfens, an denen die
Kontaktlinie lokal nicht verschoben wird, ist keine Reibung oder Dissipation erkennbar.
Im mittleren Bereich des Tropfens ergibt sich eine von null verschiedene Dissipation, die
allerdings im Vergleich zum Maximalwert auf etwa 50 % reduziert ist. Fiir den groferen
Tropfen ist dieses Verhalten deutlich ausgeprigter: Die Maximalwerte sind nur in direkter
Nahe zur Kontaktlinie lokalisiert und die Dissipation im mittleren Bereich des Tropfens
ist auf etwa 10 % des Maximalwerts reduziert. Diese Beobachtung stimmt mit dem in
Abb. ermittelten Potenzgesetz und der Vorhersage bzgl. der Reibung iiberein. Dariiber
hinaus wird an dieser Stelle deutlich, dass die innere Dynamik in Abb. und die
daraus resultierende viskose Dissipation in Abb. [5.10/in der grundsétzlichen Morphologie
unabhéngig vom Tropfenvolumen zu betrachten ist.
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5.2.3 Kiritische Neigung & Pearling-Instabilitéat

Eine erste Analyse bzgl. der Dynamik im Bereich der kritischen Neigung kann durch die
lineare Stabilitdtsanalyse realisiert werden: Betrachtet man den relevanten Eigenwert, d.h.
den reellen Eigenwert, der an der Sattel-Knoten-Bifurkation die imaginidre Achse kreuzt,
ergibt sich die in Abb. dargestellte zugehorige Eigenfunktion £(7) . Dabei wird das
lineare Eigenwertproblem in GI. numerisch gelost. Abgebildet sind auch hier analog
zu Abb. und linear stabile Tropfen mit dem Volumen Vi = 6-10* in der oberen
sowie Vp =320-10%* in der unteren Reihe. Die Neigung ist dabei nahe dem kritischen
Wert o =~ 1,1532  gewahlt.

Fiir beide Tropfenvolumina zeigt sich ein qualitativ dquivalentes Verhalten: Die Eigen-
funktion nimmt im Bereich der Kuspe verhéaltnisméfig grofse positive Werte an. In der
Mitte des Tropfens ist diese hingegen leicht negativ. Deutet man die Eigenfunktion als
initiale zeitliche Entwicklung des Hohenprofils, bedeutet dies ein deutliches Anwachsen
der Kuspe sowie ein leichtes Absinken des Tropfens, das insgesamt in der Ablosung eines
kleineren Tropfens auf der Riickseite resultieren kann. Um diese aus dem stationidren
Problem gewonnene Hypothese zu iiberpriifen, wird analog zu den vorherigen Kapiteln
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ABBILDUNG 5.11: Normierte Eigenfunktion E(7)/Emax der destabilisierenden Mode in der Nihe der kritischen
Neigung ouais ~ 1,1532.  Gezeigt sind Tropfen mit verhdlinismafig kleinem Volumen Vo =6-10*  in der
oberen Reihe und deutlich vergrofiertem Volumen Vr = 320-10* in der unteren Reihe. Sowohl die Héhenprofile
(links), als auch die destabilisierenden Moden (rechts) sind fiir beide Volumina morphologisch dquivalent — lediglich
die ausgebildete Kuspe an der Riickseite des Tropfens erscheint fiir grofle Volumina schdarfer ausgeprdgt. Die
destabilisierenden Moden suggerieren dariber hinaus ein starkes Anwachsen (rot) des Hohenprofils im Bereich der
Kuspe sowie ein leichtes Absinken (blau) des selben im mittleren Bereich des Tropfens.
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ABBILDUNG 5.12: Dynamik eines rutschenden Tropfens mit Volumen Vi =6-10* jenseits der kritischen
Neigung o — 1,160 2 axriy  auf einem Gebiet mit 1, = 3l, =300. In der ersten Phase der Instabilitdt in
der linken Spalte zeigt sich entsprechend der in Abb. gezeigten Mode ein Anwachsen der Kuspe und eine
Elongation des Tropfens. Beim Ubergang in die zweite Phase, d.h. zwischen t=1,5-10* wnd t=1,6-10%,
lost sich ein Satellitentropfen mit deutlich kleinerem Volumen ab. Dieser entfernt sich vom grofleren Tropfen
und vereinigt sich bei t~2,2-10* aufgrund der periodischen Randbedingungen wiederum mit diesem. Die so
definierte zeitperiodische Losung wird im Folgenden als Pearling-Koaleszenz-Zyklus bezeichnet.

eine Zeitsimulation durchgefiihrt. Dabei wird ein im Vergleich zu den vorherigen Analysen
verlangertes Gebiet mit [, = 3l, = 300 betrachtet. Ausgehend von der stationdren
Losung mit  « = 1,153 < aiqqy und einer Vergroferung der Neigung iiber den kritischen
Wert hinaus a — 1,160 2 ay,iy  ergibt sich die in Abb. gezeigte Dynamik. Das
Hohenprofil aus der Kontinuierung bei ¢ = 0,0-10* wird bis ¢ = 1,0 -10* gemiR
der destabilisierenden Mode in Abb. im Bereich der Kuspe so deformiert, dass die-
se vergrofert wird. Bis ¢ = 1,5-10* bildet sich an der Kuspe eine runde Struktur
aus, die sich dann in Form eines Satellitentropfens ablést — im Folgenden Pearling (dt.:
Perlen) genannt — und ab ¢ = 1,6 - 10 mit niedrigerer Geschwindigkeit hinter dem
Haupttropfen rutscht. Aufgrund der Volumen- und Geschwindigkeitsdifferenz entfernen
sich Haupt- und Satellitentropfen voneinander, bis diese — induziert durch die periodischen
Randbedingungen — bei ¢ = 2,2-10* wiederum ineinander iibergehen. Dies wird im
Folgenden als Koaleszenz bezeichnet. Der so entstehende deformierte einzelne Tropfen geht
anschlieflend in einen zur Startlésung vergleichbaren Zustand iiber und durchlauft den
so beschriebenen Zyklus erneut. Insgesamt entsteht so eine zeitperiodische Losung, deren
Periode im Wesentlichen von der Léange [, des Gebiets und vom Neigungswinkel abhéangt.

Der korrespondierende zeitliche Verlauf bezogen auf die Rutschgeschwindigkeit des
Haupttropfens ist in Abb. gezeigt. Ausgehend von der Geschwindigkeit U ~ 4,34-1072
der stationéren Losung verringert sich diese zunéchst bis zur Ablésung des Satellitentrop-
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ABBILDUNG 5.13: Geschwindigkeitsverlauf (schwarz) eines rutschenden Tropfens mit Volumen Vi = 6-10*
jenseits der kritischen Neigung o — 1,160 2 aurir  auf einem Gebiet mit 1, = 3l, = 300. Wdhrend der
Deformation des Tropfens gemajf3 Abb. verringert sich die Rutschgeschwindigkeit U ~ 4,34-107% der
stationdren Ldsung bis ein Satellitentropfen abgeldst wird. Die Koaleszenz von Haupt- und Satellitentropfen ist
durch eine charakteristische Spitze gekennzeichnet, die die eindeutige Bestimmung der Periode Tiper ~ 1,44 - 10*
(rot) der zeitperiodischen Lésung ermdglicht. Dariber hinaus ist in grau gestrichelt die mittlere Geschwindigkeit
U~r4,11-1072  des Pearling-Koaleszenz-Zyklus dargestellt.

fens bei 1,6 -10* (vgl. Abb. . Anschliefsend relaxiert der Haupttropfen wiederum
zu einer stationdren Losung wihrend die Geschwindigkeit ansteigt. Aufgrund der Be-
rechnung der Geschwindigkeit iiber die rdumliche Position der maximalen Filmhohe
hmax(t) = max(h(7,t)) ist die Koaleszenz von Satelliten- und Haupttropfen durch eine
charakteristische Spitze gekennzeichnet, die prinzipiell als numerisches Artefakt aufzufassen
ist, allerdings zur eindeutigen Bestimmung der Periode herangezogen werden kann. Nach
dem initialen Pearling ergibt sich somit eine periodische Losung mit  Typer ~ 1,44 - 10*,
die einen Pearling-Koaleszenz-Zyklus durchlauft. Berechnet man die mittlere Geschwindig-
keit U der periodischen Losung, ergibt sich fiir die hier gewihlte Neigung U ~ 4,11-1072.
Dabei wird der zeitliche Mittelwert iiber eine ganzzahlige Periodenzahl definiert.

Fiihrt man diese Simulation und Auswertung sukzessive fiir verschiedenen Neigungen
durch, ergibt sich ein Ast zeitperiodischer Losungen, der das Bifurkationsdiagramm der
stationdren Losungen ergéanzt. Fiir das hier betrachtete Tropfenvolumen ergibt sich dann
ausgehend von Abb. [5.6) das erweiterte Diagramm in Abb. [5.14] Die periodischen Lésungen
entlang des Astes werden dabei jeweils durch Verwendung der vorherigen zyklischen Lésung
als Anfangsbedingung, Vergroferung oder Verkleinerung der Neigung und anschliefsender
kurzer Einschwingphase erzeugt. Durch geeignete Wahl der Schrittweite in « entsteht
so eine iterative Pseudo-Kontinuierung des zeitperiodischen Astes, die die Analyse von
Multistabilitdten und Hysteresen erméglicht.

Bezogen auf Abb. wird somit eine Multistabilitdat des zeitperiodischen Astes und
des stationdren Teilastes fundamentaler rutschender Tropfen erkennbar. Insgesamt sind die
Rutschgeschwindigkeiten der zeitperiodischen Losungen aufgrund der Ubergangsphasen
wahrend des Pearling-Koaleszenz-Zyklus niedriger als die der stationédren Tropfen — dennoch
steigen diese natiirlich kontinuierlich mit der Neigung an. Im Regime grofser Neigungen
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ABBILDUNG 5.14: Bifurkationsdiagramm eines rutschenden Tropfens mit Pearling-Instabilitdt und zeitperi-
odischem Ast (blaw). Tropfenvolumen und Simulationsgebiet sind gemdf Vv =6-10* wund 1, = 31, = 300
gewdahlt. Ausgehend von der stationdren Losung (rot) ergibt sich ein Ast zeitperiodischer Zustande, deren mitt-
lere Geschwindigkeit mit der Neigung ansteigt. Gezeigt ist der Ast bis zu einer weiteren kritischen Neigung
ac ~ 1,236, an der ein chaotisches Verhalten einsetzt (s. Abb. u. . Fiir Neigungen unterhalb der
Pearling-Instabilitdt bei cpear1 zeigt sich ein multistabiler Bereich aus stationdarer und zeitperiodischer Lésung mit

divergierender Periode (s. Abb. .
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ABBILDUNG 5.15: Perioden (X) des zeitperiodischen Pearling-Koaleszenz-Astes fiir kleine Neigungen. Das
Verhalten der Perioden kann im Bereich kleiner Neigungen durch einen logarithmischen Zusammenhang beschrieben
werden, sodass Tiper — 00 fir o \y anit = 1,105. Fir gréfiere Neigungen weichen die Perioden vom
logarithmischen Verhalten ab. Der lokale Zusammenhang deutet auf eine homokline Bifurkation hin.
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ABBILDUNG 5.16: Zusammenhang zwischen kritischem Tropfenvolumen Vpeart und kritischer Neigung opearl
bzgl. der Pearling-Instabilitit. Durch Berechnung der relevanten Sattel-Knoten-Bifurkationen (X) fiir verschiedene
Tropfenvolumina iber mehrere Grofienordnungen kann ein Potenzgesetz (schwarz gestrichelt) gefunden werden,
dass die (o, Vr)-Ebene in zwei Phasen unterteilt: Dabei entspricht der Parameterbereich unterhalb der Kurve stabilen
rutschenden Tropfen und oberhalb der Kurve zeitperiodischen Pearling-Koaleszenz-Zyklen. Tropfen mit gréfserem
Volumen brechen oberhalb kleinerer Neigungen in kleinere Tropfen auf. Der konstante Term c des Potenzgesetzes
gibt ein. minimales Tropfenvolumen an, unterhalb dessen ein Aufbrechen auch fiir grofie Neigungen nicht zu erwarten
15t.

zeigt sich dann eine Periodenverdopplung und schlussendlich chaotisches Verhalten (s.

Abb. u.

Verringert man die Neigung hingegen, wéchst die Periode deutlich an, bis sie schliefslich
divergiert. Dieser Zusammenhang und der Verlauf des Astes hin zum instabilen Teilast des
stationaren Problems deutet ein Ende des zeitperiodischen Losungsastes in einer Bifurkation
der instabilen Losungen an. Da das System offenbar in einem definierten Punkt das globale
Verhalten éndert, eine lokale Bifurkation allerdings durch die Berechnung der Eigenwerte
im Zuge der Kontinuierung ausgeschlossen werden kann, muss es sich zwangslaufig um
eine globale Bifurkation handeln. Tatséchlich zeigt sich durch die quantitative Analyse in
Abb. .15 ein logarithmischer Zusammenhang zwischen Kontrollparameter und Periode,
der charakteristisch fiir eine homokline Bifurkation bei apn; ~ 1,105 ist [97, [168]. Da
das logarithmische Verhalten fiir eine eindeutige Bestimmung nur in unmittelbarer Ndhe
zur globalen Bifurkation erfiillt sein muss, ist die anwachsende Abweichung fir « = 1,12
vernachlassigbar.

Im Hinblick auf das allgemeine Verhalten einzelner und vieler rutschender Tropfen (vgl.
Kap. kann allerdings angenommen werden, dass der stationére stabile Losungsast im
Bereich der Multistabilitdt den generischen Losungstypen représentiert — Begriff generisch
soll dabei ein fiir allgemeine Anfangsbedingungen zu erwartendes Verhalten bezeichnen.
Bezogen auf den zu erwartenden Ubergang zwischen fundamentalen rutschenden Tropfen
und eintretender Pearling-Instabilitdt wird also apear , d.h. die Position der Sattel-Knoten-
Bifurkation, als relevante Grofe festgelegt. Analog zu den Analysen in Kap. [5.2.2] und
Abb. kénnen Bifurkationsdiagramme der Form fir ein breites Spektrum von
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ABBILDUNG 5.17: Dynamik eines rutschenden Tropfens mit Volumen Vi = 6-10" im Regime grofer
Neigungen mit o« = 1,226 > apy. Im Vergleich zu der in Abb. und [5.13 dargestellten Dynamik ergeben
sich zwei aufeinander folgende Pearling-Koaleszenz-Zyklen in der oberen und unteren Reihe. Diese behalten die
konzeptionelle Abfolge aus Pearling und Koaleszenz bei, unterscheiden sich allerdings in der Volumenaufteilung. Im
zweiten Zyklus (unten) behdlt der Haupttropfen ein griferes Volumen, sodass im Vergleich von t = 1,99 - 10*
und t = 3,33-10* eine ausgeprigtere Kuspe erkennbar wird. Neben der Kontaktlinie in schwarz ist eine
weitere Hilfslinie bei fester Filmhohe in rot eingezeichnet, um die Unterschiede der Hohenprofile und Zyklen zu
verdeutlichen.

Tropfenvolumina berechnet werden. Durch Bestimmung der relevanten Sattel-Knoten-
Bifurkationen kann so ein Zusammenhang zwischen Tropfenvolumen und kritischer Neigung
in Form eines Potenzgesetzes ermittelt werden. Die Positionen (pearl; Vpear) der Bifurka-
tion im («,Vr)-Diagramm sind dabei unabhéngig von der Wahl des freien und fixierten
Parameters, sodass Kontinuierungen in Vi (s. Abb. und in « (s. Abb. dieselben
Ergebnisse bzgl. der Bifurkation liefern. Die (a,Vr)-Ebene wird durch die kritischen Werte
prinzipiell in einen Bereich stabiler rutschender Tropfen unterhalb und instabiler Tropfen
oberhalb der berechneten Kurve unterteilt. Allgemein lasst sich aus dem Potenzgesetz in
Abb. sowohl der Ubergang Qipeart fiir ein festes Tropfenvolumen, als auch der Ubergang
Vpear flr eine feste Neigung vorhersagen, oberhalb dessen die Pearling-Instabilitét auftritt.

Des Weiteren zeigt der Verlauf der Kurve, dass auf Substraten mit verhaltnisméfig klei-
ner Neigung Tropfen mit groferen Volumina stabil rutschen kénnen, ohne Satellitentropfen
zu emittieren. Vergrofert man die Neigung hingegen, ist dieses kritische Volumen deutlich
verkleinert. Diese Tendenz ist allerdings durch ein minimales Tropfenvolumen ¢ begrenzt,
dass sich im konstanten Term des Potenzgesetzes widerspiegelt, sodass kleinere Tropfen
fiir alle Neigungen stabil rutschen.

Wie bereits erwahnt, ist in Abb. lediglich der Bereich einfach zeitperiodischer
Losungen dargestellt. Im Regime grofer Neigungen, d.h. fir o« > apy &~ 1,205, verdndert
sich die Dynamik wahrend des Pearling-Koaleszenz-Zyklus: Betrachtet man bspw. die
Zeitentwicklung fiir « = 1,226 > apy, zeigt sich der in Abb. dargestellte Zyklus.
Dabei wird in der oberen Reihe die bereits analysierte Pearling-Instabilitéit erkennbar, im
Zuge derer der Tropfen bei ¢ =1,35-10* eine anwachsende Kuspe ausbildet, die sich
dann als Satellitentropfen ablost und bei ¢ =1,99-10* zunehmend vom Haupttropfen
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ABBILDUNG 5.18: Geschwindigkeitsverlauf (schwarz) eines rutschenden Tropfens mit Volumen Vi = 6-10*
jenseits der Position der Periodenverdopplung mit o = 1,226 > apv. Nach der ersten signifikanten Spitze bes
t~1,1-10* ist analog zu Abb. ein Ablosen des Satellitentropfens bei t~1,6-10* erkennbar. Die darauf
folgende Koaleszenz ist durch eine deutlich ausgeprigtere Spitze bei ¢~ 2,3-10%  gekennzeichnet. Das sukzessive
Ablésen groferer und kleinerer Satellitentropfen in Abb. [5.17 korrespondiert zu einer abwechselnden Folge aus
mehr oder weniger ausgeprdgten Spitzen, die eine verdoppelte Periode Thper = TO 4 7@ » 2,59 - 10* (rot)
definieren.

entfernt. Stellt man vergleichbare Zeitpunkte des darauf folgenden Zyklus dar, ergeben
sich die Abbildungen in der unteren Reihe. Nach der Koaleszenz findet erwartungsgeméfs
ein erneutes Pearling statt. In diesem Zyklus ist die bei ¢ = 2,79 - 10* dargestellte
Kuspe allerdings weniger ausgepragt, sodass auch der resultierende Satellitentropfen ein
kleineres Volumen hat. Deutlicher wird der Unterschied im Hinblick auf den Haupttropfen:
Da dieser im zweiten Zyklus ein groferes Volumen aufweist, bildet sich bei ¢ = 3,33 - 10*
erneut eine ausgepragte Kuspe.

Die zeitliche Entwicklung der Rutschgeschwindigkeit in Abb. verdeutlicht das
Verhalten: Vergleicht man den Verlauf mit Abb. [5.13] bleiben alle Charakteristika des
Pearling-Koaleszenz-Zyklus erhalten. Dennoch wird anhand der Spitzen zu den Zeitpunkten
der Koaleszenz deutlich, dass Satellitentropfen unterschiedlichen Volumens aufgenommen
werden. Da jeder zweite Zyklus allerdings wiederum &quivalent erscheint, handelt es
sich bei der gezeigten Dynamik um einen periodenverdoppelten Zyklus mit der Periode
Toper ~ 2,59 - 10*.  Aufgrund der unterschiedlichen Aufteilungen der Volumina und
der daraus resultierenden Unterschiede in der Geschwindigkeitsdifferenz, ergeben sich
unterschiedliche Zeiten 7™ und 7' fiir die in Abb. dargestellten Teilzyklen. Fiir die
hier gewdhlte Neigung « = 1,226 ergibt sich damit das Verhaltnis 75, = TO 473 ~
1,33 -10* + 1,26 - 10*. Im Bereich der Periodenverdopplung o > apy ~ 1,205 ist
natiirlich der Grenzfall TW ~T® ~ Ty, und Toper ~ 2T1per  gegeben.

Um das Szenario der Periodenverdopplung weiter zu quantifizieren und visualisieren,
konnen die verschiedenen Tropfenvolumina innerhalb der Teilzyklen berechnet werden. So
ergeben sich fiir die einfache zeitperiodische Losung in Abb. bspw. drei verschiedene
Volumina: Ein festes Volumen Vi = 6-10%, im Zeitraum eines zusammenhingenden
Tropfens und die beiden Volumina des Satelliten- und Haupttropfens in den Phasen
zwischen Pearling und Koaleszenz. Fiir eine moglichst vollstdndige Darstellung werden
zunachst in jedem Zeitschritt alle auftretenden Tropfenvolumina V; berechnet und anschlie-
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ABBILDUNG 5.19: Auftretende Tropfenvolumen (e) der zeitperiodischen Losungen fir verschiedene Neigungen.
Fiir apir < a < apy ergeben sich iiber die Zeit insgesamt drei verschiedene Tropfenvolumina, die einem einfach
periodischen Pearling-Koaleszenz-Zyklus gemdjf3 Abb. und[5.13 entsprechen. In einem Bereich apv < a <
ac st ein periodenverdoppelter Zyklus gekennzeichnet durch finf verschiedene Tropfenvolumina erkennbar (vgl.
Abb. U. . Vergréfiert man die Neigung weiter, sodass o > ac, zeigt sich ein chaotisches Verhalten
mit einem kontinuierlichen Band aus auftretenden Tropfenvolumina.

flend in einem Histogramm zusammengefasst. Die Bestimmung der auftretenden Spitzen
in der Haufigkeitsverteilung liefert dann eine Aussage iiber die auftretenden Volumina
und kann fiir verschiedene Neigungen wiederholt werden — insgesamt ergibt sich so die
Darstellung in Abb. Im Bereich zwischen oy ~ 1,106 und apy = 1,205
fiir jede Neigung drei verschiedene Volumina auf, die einer von der Neigung abhéngigen

treten

Aufteilung unterliegen. In diesem Bereich sind folglich zeitperiodische Losungen mit ein-
facher Periode T,y anzunehmen. Die Aufteilung zeigt ein mit der Neigung steigendes
Volumen der Satellitentropfen, das auf die Vergroferung der Triebkrafte zurtickzufiihren
ist.

Uberschreitet die Neigung einen kritischen Wert — apy &~ 1,205,

fiinf Tropfenvolumina ermittelt, sodass eine Periodenverdopplung geméfs Abb. und

werden insgesamt

anzunehmen ist. Hier nimmt die Volumenaufteilung von Satelliten- und Haupttropfen
iiber die Zeit zwei Félle an und es treten neben dem konstanten Volumen des Ein-Tropfen-
Zustandes zwei mal zwei Volumina auf. Wie bereits erwihnt, ist die Aufteilung wéhrend der
verschiedenen Zyklen in der Nahe der Periodenverdopplung sehr gering, sodass die exakte
Ermittlung von apy aufgrund der oben erkléarten Methodik numerischen Fehlern unterliegt.
Fiir grofsere Neigungen wird die Differenz der Volumina und damit die Unterscheidung der
a =~ 1,226, d.h. fir die Zeitreihe in Abb. wird diese dann
maximiert. Vergrofsert man die Neigung weiter, zeigt sich oberhalb von «a¢ ~ 1,236

Zyklen ausgepragter. Bei
ein
chaotisches Verhalten, in dem {iber die Zeit ein kontinuierliches Band aus Tropfenvolumina
auftritt und somit keine Zyklen definiert werden koénnen.

Insgesamt ergibt sich so ein klassisches Szenario eines einfach periodischen Losungstyps
iiber eine Periodenverdopplung hin zum Chaos. Das hier analysierte Verhalten der rut-
schenden Tropfen ist damit vergleichbar zum Problem des tropfenden Wasserhahns (engl.:
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dripping faucet problem) [8, 50, 59, 92]. Der auftretende Ubergang wird dabei als Perioden-
verdopplungsbifurkation (engl.: period-doubling bifurcation of cycles) bezeichnet [168]. Das
hier gezeigte Diagramm lésst sich durch verschiedene Kombinationen aus Tropfenvolumen
Vr und longitudinaler Ausdehnung [, des Gebiets beeinflussen. So wird fiir Tropfen mit

verkleinertem Volumen auf einem kleineren Gebiet bspw. eine weitere Periodenverdopplung

aufgelost (s. [56], Abb. 6).

5.2.4 Komplexe Eigenwerte & Breathing-Instabilitéit

Fithrt man die Kontinuierung in Abb. im Neigungswinkel « fort, zeigt sich eine
weitere Sattel-Knoten-Bifurkation. Der Losungsast wird an dieser Stelle allerdings nicht
erneut linear stabil, in dem der zunéchst positive reelle Eigenwert die Null kreuzt; vielmehr
wird ein weiterer reeller Eigenwert positiv, sodass diese ein Paar komplex konjugierter
Eigenwerte mit positivem Realteil bilden. In Abb. und ist der Verlauf des
Losungsastes sowie der zugehorigen Eigenwerte im Bereich der relevanten Bifurkationen
detailliert dargestellt: Nach der ersten Sattel-Knoten-Bifurkation bei o = apean  18uft
der linear instabile Losungsast zu kleineren Neigungen und Rutschgeschwindigkeiten. Die
Hohenprofile bilden dabei ausgehend von der Losung in Abb. eine elongierte Kuspe
aus und sollen an dieser Stelle nicht weiter diskutiert werden. Nach der zweiten Sattel-
Knoten-Bifurkation ergibt sich ein schmaler Bereich, in dem zwei positive reelle Eigenwerte
existierten (s. Abb. [5.21). Diese treffen in unmittelbarer Nihe zur Bifurkation auf der
reellen Achse aufeinander und bilden ein Paar aus komplex konjugierten Eigenwerten,

in dem sie sich in die Halbrdume positiver und negativer Imaginérteile verschieben. Die

Hopt ~ 0,9465
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ABBILDUNG 5.20: Lisungsast (rot) im Bereich der Bifurkationen zur Einordnung der Breathing-Instabilitit.
Nach der zweiten Sattel-Knoten-Bifurkation ergibt sich ein Teilast mit zwei komplex konjugierten Eigenwerten
wi , deren Realteil positiv ist (s. Abb. . In einer Hopf-Bifurkation (X) bei omopt ~ 0,9465  geht die-
ser in einen stabilen Lésungsast tber. Ein Héhenprofil fir diesen Teilast sowie die destabilisierende Dynamik
— hier durch einen schwarzen Pfeil bei « = 0,870 angedeutet — sind in Abb. @ und@ gezeigt.
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ABBILDUNG 5.21: Verlauf der Real- (rot) und Imagindrteile (blau) der Eigenwerte im Bereich der zweiten Sattel-

Knoten-Bifurkation. An der zweiten Bifurkation wird ein weiterer reeller Figenwert positiv, sodass ein schmaler

doppelt instabiler Bereich existiert. Beide positiven Eigenwerte bilden dann ein Paar aus komplex konjugierten

Eigenwerten, deren Realteile bei  amnopr ~ 0,9465 (X) negativ werden. Der Achsen-FEinsatz zeigt das Verhalten

der Figenwerte in der komplexen Zahlenebene.

Realteile der Eigenwerte nidhern sich dabei immer weiter der Null an, bis sie negativ werden

und die Eigenwerte die imaginére Achse kreuzen. Durch die so definierte Hopf-Bifurkation

bei  apepr ~ 0,9465 geht der Losungsast in einen linear stabilen Teilast iiber. Dieser

repriasentiert zu den bereits diskutierten Losungen multistabile elongierte Tropfen, die

in Kap. [5.2.5/im Detail analysiert werden. Ein Hohenprofil der rutschenden Tropfen auf
dem Teilast zwischen zweiter Sattel-Knoten- und Hopf-Bifurkation ist in Abb. fiir
a = 0,87 dargestellt. Wie bereits erwéhnt, dndert sich die Morphologie des Hohenprofils
entlang des Losungsastes von einem Tropfen mit deutlich ausgepréigter Kuspe zu einem
elongierten Tropfen mit Schweif. Diese morphologische Anderung bildet eine Analogie zu
den Ergebnissen aus der ein- und zweidimensionalen Volumen-Kontinuierung in Abb.
. Allgemein zeigt sich an dieser Stelle erneut die topologische Aquivalenz zwischen
Volumen-Kontinuierung bei fixiertem Winkel und Winkel-Kontinuierung bei fixiertem
Volumen.

Berechnet man die zu den in Abb. analysierten Eigenwerten korrespondieren-
den komplexen FEigenfunktionen, ergeben sich die in Abb. dargestellten Real- und
Imaginérteile. Der Realteil in der Mitte ist dabei vergleichbar zu der in Abb. [5.11] darge-
stellten Eigenfunktion der Pearling-Instabilitat. Dieser ldsst auf ein initiales Anwachsen



KAPITEL 5. TROPFENDYNAMIK AUF GENEIGTEN HOMOGENEN SUBSTRATEN 101

20

—50 T

I 1 1 1 I _1

—100 —50 0 50 100
x

ABBILDUNG 5.22: Héhenprofil (oben) und Eigenfunktion der destabilisierenden Mode (unten) auf dem Losungsast
mit Breathing-Instabilitit bei o = 0,87. Das Héhenprofil zeigt analog zu den FErgebnissen der Volumen-
Kontinuierung in Abb. [5.5 einen Tropfen mit ausgeprigtem Schweif. Die destabilisierende Mode korrespondiert zu
einer komplexen Figenfunktion, deren Realteil vergleichbar zu Abb. ein Anwachsen im hinteren Bereich des
Tropfens in der zeitlichen Entwicklung vermuten lisst. Der Imagindrteil weist ebenfalls positive (rot) und negative
(blaw) Bereiche auf, die allerdings longitudinal verschoben scheinen.

des Schweifs bei gleichzeitigem Absinken des mittleren Bereichs des Tropfens schliefsen.
Der Imaginarteil zeigt ebenfalls ein Absinken und Anwachsen verschiedener Bereiche des
Tropfens, die allerdings eine abweichende raumliche Verteilung aufweisen.

Um die destabilisierende Dynamik zu untersuchen, wird eine Zeitentwicklung ausgehend
von dem in Abb. dargestellten Hohenprofil durchgefiihrt. Die so entstehende Zeitreihe
in Abb. zeigt insgesamt — wie bereits durch die destabilisierende Mode suggeriert —
ein Anwachsen des Schweifs. Da die Dynamik allerdings einer komplexen Mode unterliegt,
geschieht dies im Unterschied zur Pearling-Instabilitdt nicht monoton, sondern in einem
oszillatorischen ,Pumpen oder ,Atmen“ des Tropfens. Betrachtet man den Geschwin-
digkeitsverlauf in [5.24] zeigt sich in diesem Zuge eine zunéchst harmonische Oszillation
verhaltnismakig kleiner Amplitude der Rutschgeschwindigkeit um die Geschwindigkeit der
stationiren Losung. Ab ¢~ 20-10* geht die Dynamik allerdings zunehmend in eine
nichtharmonische Schwingung iiber und das exponentielle Wachstum der Amplitude wird
deutlich erkennbar. Die Destabilisierung, d.h. das Anwachsen der Storung, findet allerdings
auf einer um etwa einen Faktor 10 langeren Zeitskala als im Fall der Pearling-Instabilitat
statt. Nachdem die Amplitude einen kritischen Wert {iberschritten und der Schweif eine
minimale (¢t ~ 44,6-10%) und maximale (¢ ~ 45,7-10%) Elongation erfahren hat, geht
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der Tropfen nach verhiltnismifig kurzer Zeit bei ¢ ~ 47,0-10* in den stabilen Zustand
iiber. Dieser entspricht dem bereits analysierten Losungsast fundamentaler rutschender

Tropfen.
t=0,0-10% t = 45,7104
50
> 0 -
—50
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ABBILDUNG 5.23: Oszillatorische Dynamik im Bereich der Breathing-Instabilitit bei o = 0,870. Neben der
Kontaktlinie in schwarz ist eine weitere Hilfslinie bei fester Filmhdhe in rot eingezeichnet, um die Unterschiede
der Hohenprofile bzw. die Oszillation des Schweifs herauszuarbeiten. Ausgehend von der instabilen stationdren
Lisung bei  t=0,0-10"  sind die Hohenprofile mit minimaler Geschwindigkeit bei  t = 44,6-10*  und mazimaler
Geschwindigkeit bei t = 45,7-10%  gezeigt, bei denen der Schweif des Tropfens mazimal bzw. minimal elongiert
wird. Schlussendlich destabilisiert sich der Tropfen und geht bei t ~ 47,0 -10* auf den stabilen Losungsast iber.
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ABBILDUNG 5.24: Geschwindigkeitsverlauf (schwarz) wihrend der oszillatorischen Dynamik bei o = 0,870.
Die in Abb.[5.23 dargestellte Oszillation des Schweifs manifestiert sich in einer zundchst harmonischen Schwingung
der Rutschgeschwindigkeit um den Wert des instabilen Astes (rot gestrichelt). Im weiteren Verlauf wdchst die
Amplitude exponentiell an und die Schwingung wird zunehmen nichtharmonisch bis die Amplitude einen kritischen
Wert dberschreitet und die Losung in den Zustand eines stabilen rutschenden Tropfens (rot durchgezogen) tbergeht

(vgl. Abb. .
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5.2.5 Elongierte Tropfen im Regime grofier Neigungen

Wie bereits in Abb. angedeutet, schliefst sich an die instabilen Teilédste ein weiterer
wiederum stabiler Losungsast elongierter Tropfen an. Wahlt man ein verhéltnisméafig
langes Simulationsgebiet mit [, = 4{, = 400, kann der Losungsast zu grofen Werten
von « verfolgt werden, ohne dass eine Wechselwirkung des Tropfens iiber die periodischen
Randbedingungen eintritt. Vergrofert man die Neigung, bis der Tropfen das Gebiet
fast vollstandig ausfiillt, ergibt sich das Bifurkationsdiagramm in Abb. [5.25] Der Teilast
mit o > apeps  bleibt dabei iiber den gesamten gezeigten Bereich linear stabil. Neben
dem in Kap. [5.2.2 analysierten Teilast fundamentaler rutschender Tropfen treten weitere
Abschnitte linearer Steigung auf, deren Entwicklung durch insgesamt drei Hilfslinien
gekennzeichnet werden kann. Ausgehend vom ersten linearen Teilast ergibt sich nach
der zweiten Sattel-Knoten-Bifurkation ein weiterer Abschnitt, der in weiten Teilen einen
linearen Zusammenhang zwischen Neigung und Rutschgeschwindigkeit — allerdings mit
deutlich verringerter Steigung — aufweist. Dieser ist durch eine ausgepragte Schulter im
Bereich 1,4 < a <15 begrenzt, die topologisch als eine entfaltete Kombination zweier
Sattel-Knoten-Bifurkationen interpretiert werden kann. Fiir Neigungen mit « 2 1,5
wird ein weiterer deutlich schmalerer linearer Abschnitt erkennbar, der ebenfalls eine
gegeniiber dem vorherigen verringerte Steigung zeigt. Verfolgt man die Kurve weiter,
scheint sich dieses Verhalten abermals — allerdings nicht eindeutig quantifizierbar — zu
wiederholen.

Die Tendenz zu immer niedrigeren Verhéltnissen zwischen Anwachsen der Geschwindig-
keit und Neigung kehrt sich fir « 2 2,5 um. Dies ist auf Wechselwirkungen zwischen

Geschwindigkeit U/1072
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ABBILDUNG 5.25: Bifurkationsdiagramm elongierter Tropfen im Regime grofler Neigungen. Zusammen mit
dem Teilast fundamentaler rutschender Tropfen zeigt das Bifurkationsdiagramm (rot) eine Kaskade aus linearen
Abschnitten, von denen drei mit grau gestrichelten Hilfslinien gekennzeichnet sind. Dabei nimmt die Steigung
sukzessive ab. Die ersten beiden Bereiche sind durch eine Kombination aus zwei Sattel-Knoten-Bifurkationen
getrennt (s. Kap. U. . Die Bereiche zwei und drei sind durch eine Schulter ber 1,4 < a < 1,5 separiert,
die als eine entfaltete Kombination aus Sattel-Knoten-Bifurkationen interpretiert wird — im mittleren Bereich der
Schulter verlduft die Kurve dabei fast senkrecht. Des Weiteren wird erkennbar, dass sich die Tendenz zu niedrigeren
Steigungen fir o 2 2,5 umkehrt.
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ABBILDUNG 5.26: Héhenprofile elongierter Tropfen mit Vr = 6-10* und 1, = 4l, = 400 im Regime
grofser Neigungen. Die ersten drei Profile zeigen Lésungen auf den verschiedenen linearen Abschnitten des Bifurka-
tionsdiagramms in Abb. Ausgehend von fundamentalen rutschenden Tropfen ergibt sich ein Losungstyp (I)
mit einem Schweif auf der Riickseite der sich tiber die linearen Abschnitt des Bifurkationsdiagramms raumlich
moduliert verldngert. Fir die ersten drei Profile wird erkennbar, dass jeder Abschnitt einem weiteren Maximum
der Modulation entspricht. Fir o = 2,7 fillt der Tropfen schliefilich fast das gesamte Gebiet aus, sodass
Wechselwirkungen mit den periodischen Nachbarn zu einer erhdhten Rutschgeschwindigkeit fiihren. Neben der
Kontaktlinie in schwarz ist eine weitere Hilfslinie bei fester Filmhdhe in rot eingezeichnet, um die Unterschiede
der Héhenprofile und die Modulation des Schweifs hervorzuheben.
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ABBILDUNG 5.27: Geschwindigkeitsfeld elongierter Tropfen mit Vr = 610" wund I, = 41, = 400 im
Regime grofler Neigungen in der (z,z)-Ebene. Die schwarze Linie stellt die Hohenprofile im Querschnitt dar.
Ausgehend vom Geschwindigkeitsfeld eines fundamentalen rutschenden Tropfens in Abb. [5.9 zeigt sich im Schweif
des Tropfens bei o« = 1,0 ein weiterer Wirbel, der eine Rollbewequng der Flissigkeit beschreibt. Jedes weitere
Maximum der Héhenprofile entlang des Astes entspricht einem weiteren Wirbel im Schweif des elongierten Tropfens,
sodass der Tropfen bei o = 2,7 insgesamt vier Wirbel aufweist. Das Auftreten der Wirbel steht in direktem
Zusammenhang mit den linearen Abschnitten des Bifurkationsdiagramms in Abb.
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Vorder- und Riickseite des Tropfens iiber die Adsorptionsschicht und die periodischen
Randbedingungen zuriickzufiihren. Die Rutschgeschwindigkeit einer Kette aus Tropfen
mit ausreichend geringem Abstand wird bei gleicher Neigung also grofer sein, als die eines
einzelnen rutschenden Tropfens ohne periodische Nachbarn.

Betrachtet man die Hohenprofile in Abb. zeigt sich ein Zusammenhang zwischen
den linearen Abschnitten des Bifurkationsdiagramms in Abb. und einer raumlich
modulierten Elongation des Schweifs. Diese Entwicklung kann sowohl fiir eindimensionale
rutschende Streifen (s. [I83, [I87]), als auch fiir die sogenannte Fuklosung des gezogenen
Meniskus (s. [192] u. Anh. B.6) beobachtet werden. Deutlicher wird dieser Zusammenhang
zwischen Diagramm und Losung unter Hinzunahme der inneren Dynamik in Abb.
So zeigt sich fir o = 1,0 das Héhenprofil (I) vergleichbar zu der Kap. analysier-
ten Breathing-Instabilitdt. Der Hauptteil des Tropfens weist eine innere Rollbewegung
vergleichbar zu den in Abb. [5.9] analysierten fundamentalen rutschenden Tropfen auf.
Betrachtet man den Schweif des Tropfens, wird eine morphologisch dquivalente Struktur
des Geschwindigkeitsfelds sichtbar. Auch dieser Bereich ist durch einen Wirbel und eine
Rollbewegung charakterisiert. Mit steigender Neigung fiihrt sich diese Entwicklung sukzes-
sive fort: Bei a =1,6 (II) kann im hinteren Bereich des Schweifs auf die Entstehung
eines dritten Wirbels geschlossen werden, der bei « = 2,0 (III) deutlich erkennbar ist.
Fir o =27 (IV) sind insgesamt vier Wirbel sichtbar.

Der in Kap. analysierte Zusammenhang zwischen der Geometrie des Tropfens, der
inneren Dynamik und der linearen Steigung im («,U)-Diagramm kann auch an dieser Stelle
aufgestellt werden, um die Bereiche des Bifurkationsdiagramms mit der Anzahl der Wirbel
zu verkniipfen: Die Morphologie des inneren Geschwindigkeitsfelds durchlauft eine Kaskade
aus entstehenden Wirbeln entlang des Losungsastes hin zu groferen Neigungen. Jeder
entstehende Wirbel im Schweif des Tropfens entspricht dabei einem linearen Abschnitt
des Bifurkationsdiagramms, getrennt durch Bereiche, in denen sich die Morphologie der
inneren Dynamik &ndert. Der Schweif im Fall (I) liefert bspw. neben dem Hauptteil des
Tropfens einen konkreten Beitrag zur inneren Reibung, sodass die Steigung im zweiten

Bereich zwar geringer ist als im ersten Teilast des Diagramms, aber dennoch linear (vgl.
Abb. [5.25]).

Fiir relativ groffe Neigungen, d.h. « 2 2,5, fiillt der Tropfen fast das gesamte Simula-
tionsgebiet aus, sodass iiber die Adsorptionsschicht Wechselwirkungen mit den periodischen
Nachbarn auftreten. Diese sind in Form einer Zunahme der Rutschgeschwindigkeit erkenn-
bar. Der direkte Kontakt der vorderen und hinteren Kontaktlinie des elongierten Tropfens
manifestiert sich durch den Endpunkt des stabilen Astes in Form einer Sattel-Knoten-
Bifurkation. Diese liegt fiir die Kontinuierung auf einem Gebiet mit [, = 2,5/, = 250
bei a = 1,952 (s. Abb. . Nach der Sattel-Knoten-Bifurkation geht der Tropfen in
einen modulierten, in longitudinaler Richtung ausgerichteten Streifen iiber, der allerdings
entlang des gesamten Teilastes — obgleich dieser zwei weitere Sattel-Knoten-Bifurkationen
durchlauft — linear instabil ist. Im weiteren Verlauf nimmt die Amplitude der Modulation
ab, bis die Losung in einer Pitchfork-Bifurkation bei ag = 1,531 in die eindimensionale
Streifenlosung iibergeht. Diese entspricht dem in Abb. dargestellten Losungsast.
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ABBILDUNG 5.28: Bifurkationsdiagramm (rot) elongierter Tropfen auf einem Gebiet mit 1, = 2,51, = 250
im Ubergang zur Streifenlosung. Die direkte Wechselwirkung der Kontaktlinien des elongierten Tropfens (vgl.
Abb. ist durch das Ende des linear stabilen Teilastes in Form einer Sattel-Knoten-Bifurkation bei o =~ 1,952
gekennzeichnet. Im weiteren Verlauf ergibt sich ein linear instabiler Teilast mit zwei weiteren Sattel-Knoten-
Bifurkationen, der in einer Pitchfork-Bifurkation bei as ~ 1,531 (0) auf dem Ast der eindimensionalen
longitudinal ausgerichteten Streifenlosung (schwarz) endet.
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ABBILDUNG 5.29: Héhenprofile elongierter Tropfen auf einem Gebiet mit I, = 2,51, = 250 im Ubergang zur
Streifenlosung. In der oberen Reihe ist mit « = 1,900 (I) eine Losung auf dem stabilen Teilast und o = 1,600
(I1) eine Lisung auf dem instabilen Teilast gezeigt. Dabei entspricht das erste Hohenprofil einem elongierten
Tropfen, der fast das gesamte Gebiet ausfillt und nach der korrespondierenden Sattel-Knoten-Bifurkation eine
Wechselwirkung tiber die periodischen Rdnder zeigt. Entlang des instabilen Teilastes geht die Losung nach der
ersten Sattel-Knoten-Bifurkation in einen modulierten Streifenzustand (111) und schlieflich bei as =~ 1,531 in
die eindimensionale Streifenlosung (IV) dber.
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Aufgrund der transversalen Symmetrie des Streifens in z-Richtung kann prinzipiell keine
Geschwindigkeit fiir diesen Losungsast ermittelt werden. Eine lineare Stabilitdtsanalyse
der Streifenlésung bei « = ag analog zu Anh. A.1 mit dem Ergebnis in GI. liefert
allerdings zwangslaufig einen ebenfalls linearen Zusammenhang zwischen Triebkraft und
Geschwindigkeit, sodass U ~ «. Da der Endpunkt des Tropfenastes mit ag =~ 1,531
und Ug ~ 5,530-1072 bekannt ist, ergibt sich fiir die Streifenlosung U ~ % 10720 &~
3,612 - 10~ 2cv.

5.2.6 Zusammenfassung der Losungstypen & globale Dissipation

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Aspekte und Abschnitte des Bifurkations-
diagramms, die in den vorherigen Kapiteln schrittweise im Detail analysiert wurden,
rekapituliert und in Zusammenhang gestellt. Des Weiteren wird die Universalitat dieser
Ergebnisse fiir ein breites Spektrum von Tropfenvolumina durch die Reduktion auf eine
Masterkurve gezeigt. Ein Simulationsgebiet mit [, = 2,5, = 250 stellt dabei die we-
sentlichen Charakteristika der Losungstypen bestmdglich heraus und resultiert in einem
zusammenfassenden Bifurkationsdiagramm in der Neigung o und der Geschwindigkeit
U (s. Abb.[5.30)). Dabei sind in der oberen Hélfte die relevanten Losungséste und in der
unteren Halfte ausgewéhlte charakteristische Hohenprofile dargestellt.

Ausgangspunkt des Diagramms ist ein horizontales Substrat mit einem ruhendem
sphérischen Tropfen mit (o« = U = 0) und fixiertem Volumen Vi = 6-10*. Als
Referenzlésung ist zusétzlich ein in z-Richtung ausgerichteter Streifen (S) mit dquivalentem
Volumen und Oberflichenwellen der Geschwindigkeit U = 3,612 - 1072 eingezeichnet.
Neigt man das Substrat um einen Winkel im Bereich 0,00 < a < 0,75, ergeben sich
linear stabile fundamentale Tropfenlosungen (I) mit Rutschgeschwindigkeiten U ~ «,
deren Hohenprofil nur geringfiigig von dem einer Kugelkappe abweicht. Der lineare Zu-
sammenhang zwischen Neigung und Geschwindigkeit kann dabei iiber die innere Dynamik
direkt mit der sphérischen Form in Zusammenhang gebracht werden. Kontinuierungen
fiir ein breites Spektrum von Tropfenvolumina liefern dabei ein Potenzgesetz zwischen

linearer Steigung und Volumen, das zu einem Verstdndnis der viskosen Dissipation als

innere Reibung fiihrt (s. Kap. .

Neigt man das Substrat weiter (0,75 < o < 1,15), weicht das Hohenprofil zuneh-
mend von der Form einer Kugelkappe ab und es bildet sich eine charakteristische Kuspe
im hinteren Bereich des Tropfens (II). Der Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und
Neigungswinkel unterscheidet sich dabei aufgrund der morphologischen Anderung immer
deutlicher vom urspriinglich linearen Verhalten. Bei apean = 1,15  ist schliefilich eine kri-
tische Neigung erreicht und der stabile Losungsast geht in einer Sattel-Knoten-Bifurkation

zu kleineren Neigungen in einen linear instabilen Teilast iiber.

Aus dem linear instabilen Losungsast geht in einer globalen homoklinen Bifurkation
ein weiterer Ast nicht-stationdrer Losungen hervor, der die Dynamik fiir Tropfen oberhalb
der Neigung o 2 apeart  beschreibt. Vergrofert man den Winkel {iber diesen kritischen
Wert, wird im Bereich der Kuspe ein Satellitentropfen abgeltst (P), der aufgrund der
periodischen Randbedingungen nach einer zeitlichen Periode T, erneut vom Haupttropfen
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ABBILDUNG 5.30: Zusammenfassendes Bifurkationsdiagramm einzelner rutschender Tropfen mit fixiertem
Volumen Vi =6-10*  auf einem Gebiet mit 1, = 2,51, = 250. Dargestellt sind die Aste eines Streifens in
z-Richtung (schwarz), stationdrer Tropfen (rot) und zeitperiodischer Pearling-Koaleszenz-Zyklen (blaw) in der
Neigung o und der resultierenden Geschwindigkeit U. In der unteren Hilfte sind die Hohenprofile ausgewdhlter
charakteristischer Losungen mit einem schwarzen Pfeil in Bewegungsrichtung dargestellt. Im Bereich kleiner
Neigungen ergibt sich ein Teilast mit linearer Steigung und nahezu sphdrischen rutschenden Tropfen (1) (s.
Kap. ‘ Fiir grofiere Neigungen bildet sich eine Kuspe im hinteren Bereich des Tropfens (I1) und der stabile
Losungsast endet in einer Sattel-Knoten-Bifurkation bei  apearl = 1,15.  Aus dem linear instabilen Teilast geht in
einer globalen homoklinen Bifurkation ein zeitperiodischer Losungsast (P) mit einem Pearling-Koaleszenz-Zyklus
hervor, dessen Periode im Bereich der Bifurkation divergiert und fiir gréfsere Neigungen eine Periodenverdopplung
und schlieflich eine chaotische Dynamik zeigt (s. Kap. . Nach der zweiten Sattel-Knoten-Bifurkation ergibt
sich ein instabiler Teilast mit komplex konjugierten Eigenwerten, der in einer Hopf-Bifurkation (%) in einen letzten
stabilen Teilast elongierter Tropfen (IILIV) tbergeht (s. Kap. . Schlussendlich endet der Ldsungsast der
Tropfenlésungen bedingt durch die Wechselwirkung tber die periodischen Réinder in einer Pitchfork-Bifurkation (O)
auf der Streifenlésung (S), deren Geschwindigkeit einer infinitesimalen Oberflichenwelle mit U = 3,612 - 10 %«
entspricht.
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ABBILDUNG 5.31: Topologische Aquivalenz der Bifurkationsdiagramme verschiedener Tropfenvolumina und
Reduktion auf eine Masterkurve. Abgebildet sind die Lésungsdste fir Tropfen mit den Volumina Vo = 8-10*
(schwarz), Vv =64-10" (blau) und Vv =128-10" (rot). Normiert man die Kurven auf die Position der
ersten Sattel-Knoten-Bifurkation (apearl,Upear1) , kollabieren die einzelnen Aste auf ein topologisch universelles
Bifurkationsdiagramm — hier als Masterkurve bezeichnet.

aufgenommen wird (s. Kap. . Die Periode des so definierten zeitperiodischen Zyklus
aus Pearling und Koaleszenz divergiert fiir kleine Neigungen im Bereich der homoklinen
Bifurkation und durchléuft fiir grofe Neigungen ein Szenario aus Periodenverdopplungen
bis hin zu chaotischem Verhalten. Der Teilast (P) weist dariiber hinaus einen multistabilen
Parameterbereich mit den fundamentalen rutschenden Tropfen (LII) auf. Durch sukzessive
Kontinuierung verschiedener fixierter Tropfenvolumina kann auch fiir den kritischen Winkel
Opearl €in Potenzgesetz ermittelt werden, das die Instabilitat der stationdren Losungen
durch Pearling beschreibt und vorhersagt.

Verfolgt man den instabilen stationdren Teilast weiter, ergibt sich eine weitere Sattel-
Knoten-Bifurkation bei « =~ 0,80, aus der allerdings keine linear stabile Losung
hervorgeht. Vielmehr findet sich jenseits der Bifurkation ein linear instabiler Losungsast
mit einem komplex konjugierten Eigenwertpaar, das zu einer nichttrivialen Dynamik und
Instabilitat des Tropfens — hier als Breathing bezeichnet — fithrt (s. Kap. [5.2.4]). Durch eine
Hopf-Bifurkation bei  apops = 0,95  stabilisiert sich dieser zunéchst linear instabile Teilast,
sodass im Bereich o > apepr ein weiterer linear stabiler Ast aus Tropfenlosungen mit
ausgepragtem Schweif (IIT) sowie elongierten Tropfen (IV) existiert. Auch dieser Teilast
hat multistabile Bereiche in der Neigung mit dem Teilast fundamentaler rutschender
Tropfen (I,IT) sowie dem zeitperiodischen Pearling-Koaleszenz-Ast (P). Durch weitere
Vergroferung der Neigung und Elongation des Tropfens fiillt dieser das gesamte Gebiet aus
und es kommt zu einer Wechselwirkung iiber die periodischen Rénder in z-Richtung. Dabei
geht der stabile Losungsast in einer Sattel-Knoten-Bifurkation bei « &~ 1,95 in einen
instabilen Losungsast iiber. Durch zwei weitere Sattel-Knoten-Bifurkationen endet dieser
schlussendlich in einer Pitchfork-Bifurkation auf der Referenzlosung (S). An dieser Stelle
sei angemerkt, dass es sich bei dieser Bifurkation lediglich im mitbewegten Bezugsystem
um eine Pitchfork-Bifurkation handelt — im Laborsystem manifestiert sich diese dagegen als
Hopf-Bifurkation. Das hier zusammenfassend dargestellte Bifurkationsdiagramm ist fiir alle
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ABBILDUNG 5.32: Zusammenfassendes Bifurkationsdiagramm rutschender Tropfen mit Volumen Vi = 6-10%
auf einem Gebiet mit 1, = 2,51, = 250. Dargestellt sind die Aste eines Streifens in x-Richtung (schwarz),
stationdrer Tropfen (rot) und zeitperiodischer Pearling-Koaleszenz-Zyklen (blaw) in der Neigung o und der
relativen globalen Dissipation Dre. Die Dissipation der zeitperiodischen Lésungen ergibt sich dabei durch einen
zeitlichen Mittelwert dber eine ganzzahlige Periodenzahl. Analog zu Abb. sind hier in der unteren Hdlfte die
Verteilungen der lokalen Dissipation D(7) mit der Kontaktlinie in weifs dargestellt. Diese sind jeweils auf den
Mazximalwert Dmax der jeweiligen Lésung normiert, sodass die Strukturen bestmdglich dargestellt werden. Fin
quantitativer Vergleich der Verteilungen untereinander ist in dieser Darstellung allerdings nicht mdglich. Fiir die
fundamentalen rutschenden Tropfen (1) steigt die Dissipation deutlich mit der Neigung an. Die zundchst in der
Néhe der Kontaktlinie lokalisierte Dissipation ist fiir Tropfen im Bereich der ersten Sattel-Knoten-Bifurkation (II)
und elongierte Tropfen (ILIV) in der Kuspe und im Schweif mazimal. Die globale Dissipation ist sowohl fir diese
Losungstypen, als auch fir die Pearling-Koaleszenz-Losungen gegentiber den fundamentalen rutschenden Tropfen
deutlich verringert.
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untersuchten Tropfenvolumina topologisch dquivalent und somit bzgl. der grundséatzlichen
Charakteristika universal. Um diese qualitative Beobachtung zu quantifizieren, kénnen
die Diagramme signifikant verschiedener Volumina auf die Position (apeart,Upeant) der
ersten Sattel-Knoten-Bifurkation normiert werden. Dabei reduzieren sich diese auf eine
Masterkurve (s. Abb. . Neben dem linearen Bereich fiir kleine Neigungen stimmen
auch die zweite Sattel-Knoten-Bifurkation und die Teilédste der elongierten Tropfen im
Bereich grofter Neigungen nach der Skalierung iiberein. Das Tropfenvolumen lésst sich
folglich auf Basis des gefundenen Potenzgesetzes der Pearling-Instabilitit vollstdndig heraus
skalieren. Die analysierten Dynamiken kénnen vergleichbar zu den in Kap. [I] erwahnten
experimentellen Ergebnissen als universal angenommen werden und folgen im Rahmen der
Fehler der gleichen Skalierung [136].

Fiihrt man anstelle der Rutschgeschwindigkeit U die globale viskose Dissipation D nach
GL als Losungsmals ein, ldsst sich ein mit Abb. vergleichbares Bifurkationsdia-
gramm erstellen. Betrachtet man zunéchst die lokale Dissipation in Gl , ergibt sich
grundsitzlich ein Term ~ a?. Da dieser Term dariiber hinaus nur geringfiigig von der Mor-
phologie der Losung abhéngt, ist die resultierende Kurve von einem quadratischen Verlauf
dominiert, sodass die grundsétzliche Topologie — besonders im Regime grofter Neigungen —
nur schwer erkennbar ist. Des Weiteren zeigt Abb. [5.30] den Verlauf des Losungsastes zu
einer Referenzlosung gegeben durch einen in x-Richtung ausgerichteten Fliissigkeitsstreifen.
Um den grundsétzlichen Verlauf der Dissipation iibersichtlich darzustellen, wird die globale
Dissipation vergleichbar zur relativen Freien Energie in Kap. |3| und [4] in Relation zur
Referenzlosung berechnet. Bezeichnet man das Hohenprofil der Referenzlosung mit hget ,
ergibt sich fiir die relative Dissipation:

D,a[h] = D[h] — Dhret) - (5.15)
Dabei ist der Referenzwert

_ G2a? ~

D[hret] = % /Q 3¢ A7 (5.16)

insbesondere proportional zu a?, da die Losung hges unabhiingig von der Neigung ist.
Damit ergibt sich schlussendlich das Bifurkationsdiagramm in Abb. [5.32] Analog zu
Abb. [5.30]ist dabei in der oberen Halfte das entsprechende Diagramm mit den Losungsésten
und in der unteren Halfte die lokale Dissipation dargestellt. Letztere wird hier fiir jede
Losung auf das lokale Maximum normiert, sodass die lokale Verteilung deutlich wird. Ein
quantitativer Vergleich der lokalen Dissipation zwischen den Losungen ist in diesem Sinne
wiederum nicht moglich. Betrachtet man den Verlauf der relativen globalen Dissipation
der Tropfenlosung, steigt diese bis zur kritischen Neigung e bis in den Bereich der
Sattel-Knoten-Bifurkation deutlich an. Auffillig ist, dass der zeitperiodische Ast (P) eine
deutlich verringerte Dissipation — hier analog zur Geschwindigkeit als zeitlicher Mittelwert
berechnet — aufweist. Auch die stationéren elongierten Tropfenlosungen (III,IV) haben
eine deutlich niedrigere globale Dissipation, als die fundamentalen rutschenden Tropfen
(LIT). Die Verteilung der lokalen Dissipation ist fiir die fundamentalen rutschenden Tropfen
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an der Kontaktlinie (I) (s. Kap. bzw. im Bereich der Kuspe (II) lokalisiert. Tropfen
mit Schweif und elongierte Tropfen (III,IV) weisen eine deutlich grofere Dissipation im
hinteren Bereich des Tropfens auf. Wéahrend des Pearling-Koaleszenz-Zyklus (P) ist die
Dissipation natiirlich im Wesentlichen im Haupttropfen lokalisiert.
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5.3 Ensembles aus rutschenden Tropfen & Statistik

Die in Kap. durchgefiihrten Simulationen einzelner rutschender Tropfen sind — um
vergleichbare und effiziente Analysen durchfiithren zu kénnen — stets Resultat geeigneter An-
fangsbedingungen. Das in Kap. ermittelte und in Abb. dargestellte Potenzgesetz
soll allerdings Vorhersagen nicht nur fiir die beschriebenen Anfangsbedingungen, sondern
auch fiir allgemeine Konfigurationen rutschender Tropfen liefern. Zur Uberpriifung dieser
Vorhersagen werden in diesem Kapitel Simulationen auf deutlich vergréferten Gebieten
mit [, =1, = 4000 und fixierten Neigungen durchgefiihrt und anschlieftend in Bezug

auf die statistisch auftretenden Tropfenvolumina untersucht (vel. [197]).

Betrachtet man zunéchst die Zeitreihen fiir die Neigungen o« =0,3 und a=0,5
in Abb. [5.33] zeigt sich ausgehend von einer Filmlosung mit hy = 2,0 und additivem
Rauschen — vergleichbar mit den Anfangsbedingungen in Kap. und — in den ersten
Zeitschritten ein spinodaler Entnetzungsprozess. Da dieser weitestgehend unabhéngig von
der Triebkraft ist, sind die Hohenprofile bei  0,5-10* qualitativ identisch. In den zeitlich
darauf folgenden Losungen bei ¢t = 6,0-10* zeigen sich bereits signifikante Unterschiede
zwischen den verschiedenen Triebkréiften: Die in der unteren Bildreihe vergrofierte Neigung
hat offensichtlich eine beschleunigende Wirkung auf den Entnetzungsprozess, sodass
insgesamt zu diesem Zeitpunkt grofere Tropfen bei kleinerer Tropfenzahl erkennbar sind
als im Fall der kleineren Neigung — diese Entwicklung wird im spéteren Verlauf in Abb.
quantifiziert.

Die Hohenprofile zu spiteren Zeitpunkten, d.h. fir o« =0,3 ab t=150-10" und
fir =05 ab t=10,0-10*, =zeigen einige Tropfen mit den charakteristischen
Hohenprofilen der in Kap. analysierten rutschenden Tropfen. Dabei vergrofert sich die
Diskrepanz zwischen den Zeitskalen der verschiedenen Neigungen zunehmend wéhrend
kleinere Tropfen aufgrund der Differenz der Rutschgeschwindigkeiten (s. Abb. von
groReren Tropfen aufgenommen werden. Zu den Zeitpunkten ¢ = 30,0 - 10* bzw.
t =16,0-10* sind die Volumina einzelner Tropfen durch die oben beschriebene Dynamik
so weit angewachsen, dass sie den kritischen Wert V. erreichen oder tiberschreiten
und somit in einer Pearling-Instabilitdt aufbrechen. Die so entstehenden Satellitentropfen
sind — wie bereits in Kap. beschrieben — deutlich kleiner als die Haupttropfen und
werden so erneut von nachfolgenden Tropfen vergleichbar mit der Dynamik in Abb.
aufgenommen. Analog zu den fiir einzelne Tropfen beschriebenen periodischen Pearling-
Koaleszenz-Zyklen ergeben sich in den betrachteten Ensembles statistische Zyklen, die

die Tropfenzahl und das statistische Tropfenvolumen im Unterschied zu einer spinodalen
Entnetzung ohne Triebkraft (vgl. Kap. stabilisieren.

Betrachtet man die so entstehenden Losungen mit stabilisierter Statistik ergeben
sich bspw. die Hohenprofile zu den Zeitpunkten ¢ = 49,0-10* fir o = 0,3 wund
t=30,0-10* fir o =0,5. Qualitativ wird deutlich, dass der grofite Anteil des Gesamt-
volumens in Form von fundamentalen rutschenden Tropfen dhnlich zu den Héhenprofilen
in der Nahe der charakteristischen Sattel-Knoten-Bifurkation gebunden ist. Daneben sind
vereinzelte Pearling- und Koaleszenz-Ereignisse sowie Satellitentropfen erkennbar. Wie
bereits durch die Analyse einzelner Tropfen vorhergesagt, ergeben sich fiir die gréfere
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ABBILDUNG 5.33: Zeitentwicklung von Tropfenensembles fir o =0,3 (oben) und « =0,5 (unten). Bis
t=0,5-10* sind die Dynamiken in beiden Féllen ausschlieflich durch eine spinodale Entnetzung dominiert, sodass
die Hohenprofile trotz der unterschiedlichen Triebkrdfte qualitativ nicht zu unterscheiden sind. Auch die Hohenprofile
bei 6,0-10*  sind weitestgehend gleich, obgleich die Entnetzung fir o = 0,5 weiter fortgeschritten erscheint.
In der jeweils unteren Reihe der Lésungen ist dann durch die wachsenden Volumina und Geschwindigkeiten
eine Abweichung von sphdrischen Tropfen und eine gréfiere Diskrepanz zwischen den Zeitskalen erkennbar. Bei
t = 30,0 - 10 bzw. t = 16,0 - 10*  haben einzelne Tropfen das kritische Volumen Viyearn tberschritten und
beginnen aufzubrechen. In der Langzeitdynamik zeigen sich schlussendlich statistische Pearling-Koaleszenz-Zyklen
(vgl. Kap.|5.2.5), sodass sich die Ensembles qualitativ nicht weiter verindern.
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ABBILDUNG 5.34: Zeitliche Entwicklungen der Tropfenzahl Nt fiir verschiedene Neigungen « = 0,3 in blau,
a=05 inrotund «o=0,7 in grin. Die Referenzkurve eines horizontalen Substrats in schwarz ndhert sich
im Langzeitverhalten der unteren Schranke Nrp ~ =3/ (graw) an [125]. Bedingt durch die charakteristische
Lingenskala der spinodalen Entnetzung sind die Tropfenzahlen in allen Fillen bis ¢ < 0,3-10% gleich. Bzgl. der
Kurve des horizontalen Substrats tendieren die Tropfenzahlen der Ensembles auf geneigten Substraten aufgrund der
getriebenen Entnetzungsprozesse zu kleineren Werten. Im Unterschied zur nicht getriebenen Entnetzung bilden sich
fir die rutschenden Tropfen statistische Pearling-Koaleszenz-Zyklen aus, die die Tropfenzahl in der Langzeitdynamik
stabilisieren.

Neigung insgesamt deutlich kleinere Tropfen, die folglich in groferer Anzahl auftreten.
Zur Quantifizierung der beschriebenen Beobachtungen wird in einem ersten Schritt der
zeitliche Verlauf der Tropfenzahl betrachtet. Dabei werden die individuellen Tropfen als zu-
sammenhéngende Teilgebiete ; mit  A(r € Q;) > 1,08 des Gesamtgebiets (2 identifiziert
und abgezéhlt. Tragt man die betreffenden Kurven fiir verschiedene Neigungen zusammen
mit der Referenzkurve eines horizontalen Substrats auf, ergeben sich die Darstellungen
in Abb. [5.34] Der Fall des horizontalen Substrats mit « = 0,0 ist bereits in mehreren
Arbeiten fiir ein- und zweidimensionale Systeme untersucht worden und néhert sich in
der Langzeitdynamik erwartungsgeméf der in der Literatur bestimmten oberen Schranke
Ny ~ t=3/*  [65], [66], 67, 68, 69, [70, 125]. Die zeitlichen Entwicklungen der Tropfenzahlen
weichen fiir « # 0 deutlich vom oben erwdhnten trivialen Fall ab: Da die initiale
Wellenlénge (vgl. Abb. u. der spinodalen Entnetzungsdynamik unabhéngig von der
Neigung ist, sind die Tropfenzahlen fiir ¢ < 0,3-10* quasi identisch und quantifizieren
damit das in Abb. [£.33] beobachtete Verhalten. Mit fortschreitender Zeit tendieren die
Kurven der geneigten Substrate allerdings — bedingt durch die Triebkraft — zunehmend
zu kleineren Tropfenzahlen. Auch diese Tendenz wird in den Hohenprofilen qualitativ
erkennbar. Die Langzeitdynamik der Ensembles wird dann durch statistische Pearling-
Koaleszenz-Zyklen bestimmt, die die Tropfenzahl auf einem bestimmten Wert stabilisieren.
Die Ubergiinge sind damit durch einen charakteristischen Knick zu verschiedenen Zeiten
zu erkennen. Das deutlich verlangsamte Absinken der Tropfenzahl im weiteren Verlauf, das
besonders fiir grofse Neigungen wie z.B. « = 0,7 erkennbar ist, ist auf vereinzelte linear
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ABBILDUNG 5.35: Zeitliche Entwicklung des gewichteten Kerndichteschdtzers VoICv der Tropfenvolumenvertei-
lung fir a=0,3 (oben), a=0,5 (Mitte)und o =0,5 (unten). In der rechten Spalte sind die zeitlichen
Mittelwerte der Verteilungen tiber den Zeitraum 4,5-10° <t < 5,0-10°  dargestellt, deren Mazimalwert als
Normierung der Farbskala herangezogen wird. Wahrend der initialen spinodalen Entnetzung bestehen die Ensembles
aus vielen Tropfen mit kleinen Volumina. Das Mazxzimum der Verteilung verschiebt sich mit fortschreitender Zeit
zu grofseren Werten von Vo wihrend die Verteilung breiter wird. Nach einer Phase mit zwei lokalen Maxima, im
Zeitraum  1,5-10° <t <25-10°5 fir a=0,5, stellt sich dann eine quasi stationdre Verteilung ein, die eng
mit den Plateaus in den Kurven der Tropfenzahlen (s. Abb. verknipft ist. Fir die kleinere Neigung wird der
stationdare Zustand spdter erreicht und ist zu deutlich grofieren Tropfenvolumina verschoben.
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stabile elongierte Tropfen zurtickzufiihren (vgl. Kap. , die im Rahmen der Statistik
allerdings nicht weiter betrachtet werden sollen.

Um das statistische Verhalten der Tropfenensembles weitergehend zu quantifizieren,
werden neben der Anzahl der Tropfen die auftretenden Volumina sowie die Dissipationen
gemafs

Vi ::/ h(F)dF und D, ;:/ DI dF (5.17)
Qi Qi

berechnet. Dabei werden Histogramme erstellt, anhand derer die zugrunde liegende Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mithilfe eines Kerndichteschdatzers (engl.: kernel density estimator)
[129] unter Verwendung eines Gaufkerns [155] geschétzt wird. Fiir die Analyse der Trop-
fenvolumina wird der berechnete Kerndichteschéitzer Ky weitergehend mit dem Volumen
gewichtet, sodass die Grofe VirKy als gewichteter Kerndichteschdtzer bezeichnet wird.
Dient der Kerndichteschétzer einer Darstellung der reinen Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Volumina, so gibt der gewichtete Kerndichteschétzer also ein Mak fiir das Gesamtvolumen
an, das in Tropfen verschiedener Gréfse gebunden ist.

Berechnet man die betreffende Verteilung zu jedem Zeitschritt, ergibt sich eine zwei-
dimensionale Darstellung in einem (¢,Vr)-Diagramm, das in Abb. fir o =0,3,
a=05 und «a=0,7 abgebildet ist. Dabei gibt die Farbskala das deponierte Gesamt-
volumen an und ist fiir beide Diagramme jeweils auf den Maximalwert der gemittelten
Verteilungen normiert. Analog zu den Ergebnissen aus den Hohenprofilen in Abb. und
den Tropfenzahlen in Abb. zeigen sich auch in dieser Darstellung wihrend des initialen
Entnetzungsprozesses Ensembles bestehend aus kleinen Tropfen mit relativ schmaler Volu-
menverteilung, d.h. vergleichbarer Grofe. Nachdem sich die Verteilung mit zunehmender
Breite zu grofseren Volumina verschoben hat, zeigt sich ein relativ kurzer Zeitraum — fiir
a=0,5 im Bereich 1,5-10°<¢<25-10°, in dem die Verteilung von zwei Maxima
dominiert ist. In diesem Ubergangsbereich stabilisiert sich die Anzahl der Tropfen (vgl.
Abb. und die Verteilung geht in einen quasi-stationdren Zustand iiber, der durch ein
signifikantes Maximum ausgezeichnet ist. Der Vergleich der Daten fiir die verschiedenen
Neigungen zeigt ebenfalls analog zu den vorherigen Betrachtungen eine beschleunigende
Wirkung der Triebkraft auf die Dynamik und die Entwicklung der Volumina zu einer
stationdren Verteilung — so wird diese fiir « = 0,3 deutlich spéter erreicht als fiir die
grofseren Neigungen. Die unterschiedliche Gréfse der Tropfen, die bereits aus den Hohen-
profilen hervorgeht, manifestiert sich dariiber hinaus in einer deutlichen Verschiebung des
Maximums zu kleineren Werten von Vi mit steigender Neigung o =0,3 — 0,5 — 0,7.
Die Kurven der stationaren Verteilung werden dabei durch den zeitlichen Mittelwert der
Verteilungen fiir ¢ > 4,5-10° berechnet, um diese Tendenz zu quantifizieren.

Da das kritische Tropfenvolumen der Pearling-Instabilitdt durch die charakteristische
Sattel-Knoten-Bifurkation der Kontinuierung im Volumen bei fixierter Neigung determi-
niert ist, kann die Vorhersagekraft des korrespondierenden Potenzgesetzes durch einen
Vergleich der stationédren Verteilungen mit den Positionen der Bifurkation, d.h. dem kriti-
schen Volumen, fiir verschiedene Neigungen iiberpriift werden. Fiir die Werte « = 0,3,
a=05 und «a=0,7 ergeben sich die Kurven in Abb. Wie bereits in Kap.
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ABBILDUNG 5.36: Vergleich der Volumenkontinuierung einzelner Tropfen und der Volumenverteilungen von
Tropfenensembles fiir verschiedene Neigungen « =0,3 in blau, «=0,5 inrotund «=0,7 in grin. Die
in Abb. dargestellte und in den Hohenprofilen (s. Abb. erkennbare Abhdngigkeit zwischen gewichteter
Tropfenvolumenverteilung VrKy und Neigung o kann durch die Bifurkationsdiagramme der einzelnen rutschenden
Tropfen erklart werden. Die Position der charakteristischen Sattel-Knoten-Bifurkation als obere Schranke im
Volumen fundamentaler rutschender Tropfen, d.h. Ubergang zur Pearling-Instabilitit, sagt bedingt durch die
statistischen Pearling-Koaleszenz-Zyklen eine Limitierung der stationdren Volumenverteilungen vorher. Neben den
hier abgebildeten Werten fiir o kann tber das Potenzgesetz in Abb. eine Vorhersage fiir ein breites Spektrum
in der Neigung des Substrats abgeleitet werden.

erortert, sind die Bifurkationsdiagramme der einzelnen Tropfen fiir verschiedene Neigungen
topologisch dquivalent und fiir kleinere Winkel zu groferen Tropfenvolumina hin ver-
schoben. Betrachtet man nun die korrespondierenden quasi-stationdren Verteilungen der
Tropfenensembles, ist die Position der rechten Flanke, d.h. das obere Limit im Volumen,
eng mit der Position der Sattel-Knoten-Bifurkation verkniipft. Die kritischen Werte der
Kontinuierung einzelner individueller Tropfen und das daraus resultierende Potenzgesetz
in Abb. liefern folglich eine Vorhersage der statistischen Ensembledynamik. Analoge
Rechnungen mit verschiedenen Werten des Neigungswinkels werden in [197] analysiert und
zusammen mit den Parametern des Potenzgesetzes zur Entwicklung eines nicht lokalen
statistischen Modells genutzt. In diesem Rahmen wird eine Entwicklungsgleichung der Ver-
teilungsfunktion mit elementaren Beitrédgen bzgl. der Pearling- und Koaleszenz-Dynamik
aufgestellt, die einer Smoluchowski-Koagulationsgleichung [I57] entspricht — experimentelle
Analysen dieser werden in [104), 113], [114] durchgefiihrt. Die relevanten Parameter der
Entwicklungsgleichung konnen dabei vollstéandig durch die Resultate der numerischen
Kontinuierung bestimmt werden und fiihren zu qualitativ und quantitativ dquivalenten
statistischen Dynamiken ([I97], Abb. 5).
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Um den Zusammenhang zwischen den Bifurkationsdiagrammen der einzelnen Tropfen
und der Statistik der Ensembles weiter zu untersuchen, wird neben den Tropfenvolumina
die Dissipation der Tropfen berechnet. Auf diese prinzipiell unabhéngigen Datensétze
kann dann ein zweidimensionaler Kerndichteschétzer Kyp angewandt werden, sodass
eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung im Volumen Vi und der globalen
Dissipation D geschitzt wird. Vergleicht man die Position des Maximums dieser Verteilung
mit fortschreitender Zeit und tréagt diese zusammen mit der Kurve der fundamentalen
stationdren Tropfenlosungen auf, ergibt sich die Darstellung in Abb. (obere Reihe).
Dabei wird deutlich, dass sich das Maximum der Verteilung wéhrend der Dynamik stets
entlang der Kurve des stationdren Problems bewegt — die auftretenden Tropfen sind
folglich durch die stationdren Losungen dominiert. Der Entnetzungsprozess verlauft also
quasi-stationdr. Beim Ubergang zur stationiren zweidimensionalen Verteilung geht das
Maximum relativ schnell in den Bereich groferer Volumina und Dissipation iiber, sodass der
mittlere Bereich des Losungsastes nicht erreicht wird. Die stationdren Verteilungen, deren
zeitliche Mittelwerte in der unteren Reihe der Abbildung dargestellt sind, zeigen dariiber
hinaus analog zu den vorherigen Betrachtungen eine Begrenzung der Verteilungen durch
den kritischen Punkt der Bifurkationsdiagramme, d.h. der Position der Sattel-Knoten-
Bifurkation.
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ABBILDUNG 5.37: Bifurkationsdiagramm einzelner rutschender Tropfen und Statistik in der Dissipation D
und dem Volumen Vr fiir verschiedenen Neigungen « = 0,3 in blau, o« =05 in rot und o =0,7 in

. Berechnet man den zweidimensionalen Kerndichteschitzer Kvp fir die Datentupel (VTJ-,ZZ) , ergibt sich zu
jedem Zeitpunkt eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung. In der oberen Reihe sind die Positionen
der Mazima dieser Verteilungen iber den gesamten Zeitrawm zusammen mit den Asten der stationdren einzelnen
Tropfen eingetragen. Fiir alle Neigungswinkel folgt das Mazimum der Verteilung strikt dem Verlauf des Losungsastes
— die Tropfen der Ensembles durchlaufen also mit héchster Wahrscheinlichkeit die stationdren Einzeltropfenlosungen.
Der Ubergangsbereich zur stationdren Verteilung ist dann durch eine schnelle Verschiebung der Mazima zu grofien
Volumina und Dissipationen gekennzeichnet, sodass der mittlere Bereich der Losungsdste nicht oder nur kurz
erreicht wird. Die Verteilungen tendieren so zu den Sattel-Knoten-Bifurkationen (@, ® sowie ®) und werden
durch diese im (Vir,D)-Diagramm stabilisiert. Die untere Reihe zeigt die zeitlichen Mittelwerte der stationdren
Verteilungen in einem Zeitraum 4,5-10% <t < 5,0-10°.






KAPITEL SECHS

Tropfendynamik auf geneigten
heterogenen Substraten

7 A change is as good as a rest. %

- STEPHEN KING,
Hearts in Atlantis, 1999.

D as in Kap. o] analysierte Modell-System mit einem Substrat homogener Benetzbar-
keit weist besonders im Regime kleiner Neigungen einen fundamentalen Unterschied
zur Dynamik rutschender Tropfen in realen Systemen auf:

Betrachtet man das universelle («,U)-Bifurkationsdiagramm (s. Abb. u. eines
einzelnen rutschenden Tropfens, fallt auf, dass die Kurve stets durch den Ursprung (0,0)
verlauft. Die Einfiihrung einer endlichen oder infinitesimalen Neigung resultiert also direkt
in einer endlichen oder infinitesimalen Rutschgeschwindigkeit des Tropfens. Auf einem
realen Substrat mit heterogener Benetzbarkeit ist bis zu einer verhaltnisméfig kleinen
kritischen Neigung vielmehr eine Fixierung der Kontaktlinie und des Tropfens entgegen
der Triebkraft zu erwarten.

Um diesen Ubergang zu untersuchen, wird die Diinnfilm-Gleichung mit lateralen
Triebkrdften und Benetzungsheterogenitit betrachtet. Des Weiteren wird im spéteren
Verlauf des Kapitels eine Kondensation eingefiihrt, sodass insgesamt gilt:

Triebkraft: a #0, = X = Gola,0)7,
Kondensation: ke # 0, = @k = Pke [7)(7?) _,uKEi|7 (6.1)
Benetzbarkeit: E#0, = P = Ah+(1+E&(M)II(h).

Die so definierte Gleichung

b= =V - { QY | Bk + (L +EgP)ILR)| + QWX | + s [P() — s | (6:2)

lasst sich in der stationdren Form analog zu Gl. (5.2) nicht rdumlich integrieren. Da
die Tropfen im haftenden Zustand stationdre Losungen im Laborsystem sind, d.h. eine
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Geschwindigkeit U =0 aufweisen, ist die Einfithrung eines mitbewegten Bezugssystems
im Unterschied zu Kap. [5] nicht notig.

Die Benetzungsheterogenitét eines realen Substrats kann verschiedene teilweise will-
kiirliche Strukturen aufweisen. Im Vergleich zu den Ergebnissen von eindimensionalen
Tropfen in [I81], und zweidimensionalen Tropfen in [15] [16, 17], die auf streifenformigen
Heterogenitédten untersucht wurden, wird im Rahmen dieser Arbeit eine zweidimensionale
Strukturfunktion eingefiihrt. Diese modelliert einen kreisférmigen hydrophilen Bereich —
im Folgenden als Spot bezeichnet — mit einem stetigen Ubergangsbereich fester Breite.
Eingebettet ist der Spot in ein Gebiet mit einer nicht modulierten Benetzbarkeit, die lokal
dem System aus Kap. p| entspricht. Die Strukturfunktion wird damit wie folgt definiert:

g2P (1yy) = —% [tanh (V@2 + 92 + R) — tanh (/22 + 3% — R)] , (6.3)

mit  (Z,7) == (x — zs,y — ys) -

Dabei gibt (zg,ys) die Position des Mittelpunkts und R den Radius des Spots an. Um
die hier behandelten zweidimensionalen Tropfen mit eindimensionalen Streifenldsun-
gen in Beziehung zu setzen, wird fiir das eindimensionale System die Strukturfunktion
98P (z) :== g3P(z,y = ys) als Querschnitt in z-Richtung definiert. Beide Funktionen sind
zusammenfassend in Abb. [6.1] dargestellt.

0
=
g _¢
\5 2
X
vy
—¢ .
—~ 0 X
E: \\A 2R R
|| - »
\H/ }
wn
S
RV B
rs — R T rs+ R

ABBILDUNG 6.1: Ein- (unten) und zweidimensionale (oben) Strukturfunktion der Benetzungsmodulation. Fir
zweidimensionale Tropfen wird ein kreisformiger Bereich mit Radius R hoherer Benetzbarkeit (blau) angenommen,
der in einem stetigen Ubergang fester Breite in das iibrige Substrat mit nicht modulierter Benetzbarkeit (rot)
tibergeht. Der Querschnitt in x-Richtung zeigt die stetigen Ubergangsbereiche des Spots und definiert gleichzeitig
die Strukturfunktion des eindimensionalen Problems.
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6.1 Einzelne haftende Tropfen

Im Folgenden werden zunédchst Systeme mit einzelnen Spots und Tropfen oder Streifen
analysiert. Als Losungsmafl wird dabei eine Variante der L2-Norm gemafs

[2:— \/é/g {hﬁo _ 1}2 dF (6.4)

eingefiihrt. Dieses Maf ist im Wesentlichen durch eine optimierte Darstellung der Losungs-

aste motiviert. Dabei zeichnen sich moglichst sphéarische Tropfen mit grofsem Volumen
durch eine verhaltnisméfig grofe L2-Norm aus, die fiir Tropfen, die klein oder stark
deformiert sind, verringert wird. Das numerische Gebiet fiir die einzelnen Tropfen wird
an dieser Stelle analog zu Kap. festgelegt, sodass stets [, = 100 gewéhlt wird. Die
Ausdehnung in z-Richtung wird im Folgenden zunéchst zu [, = 200 definiert und fiir
die spatere Betrachtung der elongierten Losungen entsprechend auf [, =400 erweitert.
Des Weiteren wird in diesem Kapitel stets der Fall maximaler Strukturamplitude & = 1,0
angenommen. Der Einfluss dieses Parameters auf die zusammenfassenden Ergebnisse und
Potenzgesetze wird in Kap. analysiert. Die Kondensationsrate wird dabei zunéchst
auf null gesetzt, sodass [xg =0, und fiir die Analyse der Tropfenensembles wiederum
erhoht.

Betrachtet man das quasi-eindimensionale System mit einem hydrophilen Streifen der
Breite 2R =40 in y-Richtung, ergibt sich das Bifurkationsdiagramm in Abb.[6.2] Aus-
gehend von einem flachen Film der Hohe h =ha =1, sodass Vip=L2=0 wird eine
Kontinuierung im Volumen V7 bei fixierter Neigung « = 0,3 durchgefiihrt. Dabei ergibt
sich ein primérer Losungsast, der haftenden Streifenlosungen mit verschiedenen Volumina
entspricht. Dieser ist im Unterschied zu den rutschenden Streifenlésungen in Abb.
aufgrund der Vorstrukturierung auf dem hier gewéahlten Gebiet linear stabil. Fiir kleine
Streifenvolumina Vi < 3,60 - 10 steigt die L2-Norm monoton an. In diesem Bereich
ergeben sich Streifenlosungen, deren Hohenprofil (I) morphologisch nur geringfiigig von der
symmetrischen Form ohne Triebkraft abweicht. Fiir grofsere Streifen sinkt die L2-Norm mit
steigendem Volumen und das Hohenprofil weist eine wachsende Diskrepanz zwischen den
Kontaktlinien bzw. -winkeln auf, sodass der scheinbare Kontaktwinkel im hinteren Bereich
des Streifens, d.h. auf der hydrophilen Struktur, deutlich kleiner ist als im vorderen Bereich
(IT). Vergrofert man das Volumen weiter, endet der stabile Teilast haftender Streifen
in einer charakteristischen Sattel-Knoten-Bifurkation (ITII) bei Vr & 9,82-10*. Im
Unterschied zu den rutschenden Tropfen in Kap. |5| bzw. Abb. zeigt sich hier also auch
fiir die quasi-eindimensionalen Streifenlosungen eine Sattel-Knoten-Bifurkation, die eine
obere Grenze im Tropfenvolumen der stabilen und fundamentalen — d.h. nicht elongierten
— Losungen determiniert. Anschlieftend an diese Bifurkation ergibt sich ein linear instabiler
Teilast, der eine Kaskade aus weiteren Sattel-Knoten-Bifurkationen durchlauft, im Zuge
derer die Losung in Richtung der Triebkraft unter rdumlicher Modulation elongiert wird
(IV). Dieser Losungstyp soll an dieser Stelle allerdings nicht im Detail analysiert werden —
eine Analyse der korrespondierenden zweidimensionalen Tropfenlosungen ist in Kap.
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ABBILDUNG 6.2: Bifurkationsdiagramm (oben) und Hohenprofile (unten) der haftenden eindimensionalen
Streifenlésungen (schwarz, blau, rot sowie griin) auf einem um o =0,3 geneigtem Substrat. Die Benetzungs-

heterogenitdt ist unterhalb der Streifenlosungen in dargestellt. Das Bifurkationsdiagramm im Volumen
Vo und L2-Norm zeigt ausgehend von einem Film der Hohe ha =1 einen stabilen Losungsast mit Streifen
verschiedener Volumina, die auf dem hydrophilen Spot mit E£gs(zs) = —1  lokalisiert sind. Mit steigendem

Volumen bedecken die Streifen grofiere Bereiche des umliegenden Substrats mit  £gs(z) =0 (LII). Nach einer
charakteristischen Sattel-Knoten-Bifurkation bei Vo =~ 9,82-10%,  die einem kritisch haftenden Streifen (III)
entspricht, ergibt sich ein instabiler Losungsast mit elongierten Streifen (IV) und einer Kaskade aus weiteren
Sattel- Knoten-Bifurkationen. Fiir grofie Volumina gehen die Lésungen aufgrund der Wechselwirkung tber die
periodischen Rdnder in einen modulierten Film tber.

gegeben. Insgesamt wird deutlich, dass sich die Haftwirkung der Heterogenitét aufgrund
der Modulation des Kontaktwinkels im Wesentlichen auf die Kontaktlinie bezieht, sodass
diese im hinteren Bereich stets am Ubergang zum hydrophilen Spot lokalisiert ist. Aufgrund
der periodischen Randbedingungen ergibt sich fiir grofse Volumina auch hier analog zu
den rutschenden Streifen in Kap. |5| ein Ubergang auf eine — in diesem Fall modulierte —
Filmlosung (vgl. Abb. , die durch ein kontinuierliches Verschwinden der L2-Norm im
Regime grofer Volumina deutlich wird.

Berechnet man das zu Abb. analoge Bifurkationsdiagramm fiir einen kreisférmigen
hydrophilen Spot mit Durchmesser 2R = 40, ergeben sich — bei einer Neigung mit
a =0,3— die Kurve und Héhenprofile in Abb. [6.3] Die Kurve im (Vr,L2)-Diagramm
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ABBILDUNG 6.3: Bifurkationsdiagramm im Volumen und Héhenprofile der haftenden zweidimensionalen Trop-
fenlésungen auf einem um « =0,3 geneigtem Substrat. Die gestrichelte kreisformige Linie zeigt die Geometrie
des hydrophilen Spots. Analog zu Abb. ergibt sich ausgehend von einem flachen Film ein stabiler Lésungsast
mit fundamentalen haftenden Tropfen. Aufgrund der Triebkraft bedecken diese mit steigendem Volumen (I,1)
zunehmend Bereiche des umgebenden Substrats niedriger Benetzbarkeit. Dabei wird die Kontaktlinie im hinteren
Bereich des Tropfens durch die Heterogenitit deformiert bis sich bei Vi = 3,19 - 10*  eine Sattel-Knoten-
Bifurkation korrespondierend zu einem kritisch haftenden Tropfen (111) ergibt. Auch im zweidimensionalen System
zeigt sich daran anschliefiend ein instabiler Losungsast elongierter Tropfen (IV) mit einer Kaskade aus weiteren
Sattel-Knoten-Bifurkationen (s. Kap.|[6.1.9).

weist dabei eine zu den Streifenlosungen analoge Topologie auf. Die Losungen korrespon-
dieren allerdings aufgrund der Geometrie der Vorstrukturierung zu zweidimensionalen
Tropfenlosungen. Betrachtet man die Hohenprofile entlang des stabilen Astes, entsprechen
die Tropfen mit kleinen Volumina nahezu sphérischen Kugelkappen (I), die aufgrund der
Wechselwirkung von Kontaktlinie und Benetzungsheterogenitét eine leichte Deformation
im hinteren Bereich zeigen (II). Die Kontaktlinie haftet dabei am Ubergang zwischen
hydrophilem Spot und dem umgebenden Substrat mit niedrigerer Benetzbarkeit, sodass
sich die Geometrie der Heterogenitéat in der Deformation widerspiegelt. Auch fiir das



128 KAPITEL 6. TROPFENDYNAMIK AUF GENEIGTEN HETEROGENEN SUBSTRATEN

zweidimensionale System ergibt sich eine charakteristische Sattel-Knoten-Bifurkation als
Endpunkt des Astes linear stabiler haftender Tropfen (III), die bei einem kritischen Trop-
fenvolumen von Vy & 3,19-10* lokalisiert ist. Die Deformation der Kontaktlinie entlang
des Ubergangs der Heterogenitit ist fiir das Hohenprofil dieses kritisch haftenden Tropfens
deutlich erkennbar.

Analog zu den Streifenlosungen in Abb. ergibt sich auch in Abb. ein Teilast
instabiler Losungen (IV) mit einer Kaskade aus Sattel-Knoten-Bifurkationen. Dieses Ver-
halten wird in Kap. auf einem vergréfserten Gebiet im Detail beleuchtet, ist allerdings
im Rahmen dieser Arbeit aufgrund der linearen Instabilitdt der Losungen von untergeord-
neter Bedeutung. Um die Bedeutung der beschriebenen ersten Sattel-Knoten-Bifurkation
im Bezug auf die Tropfendynamik zu analysieren, werden im Folgenden Kontinuierun-
gen im Neigungswinkel bei fixiertem Tropfenvolumen durchgefiihrt. Die Startlosungen
werden dabei analog zur Vorgehensweise in Kap. |5| durch Kontinuierungen im Volumen
ohne Triebkraft erzeugt. Die Analyse soll sich dabei allerdings auf eine Strukturfunktion
mit zweidimensionaler Geometrie und daraus resultierende zweidimensionale Tropfen

beschranken.

6.1.1 Kiritische Neigung & Depinning-Instabilitit

Das Diagramm und die Hohenprofile fiir haftende Tropfen mit einem Volumen Vi = 5-10%
sind in Abb. dargestellt: Im Regime kleiner Neigungen behélt der Tropfen die Form
einer sphérischen Kugelkappe bei (I). Im Unterschied zu einem vergleichbaren System
ohne Triebkraft ist dieser allerdings in Richtung der selben verschoben. Deutlich erkennbar
ist im Vergleich zu Abb. auch fiir diese Kontinuierung die Wechselwirkung zwischen
Kontaktlinie und Ubergangsbereich der Heterogenitét. Ist der Abstand zwischen diesen
fiir kleine Neigungen noch verhéltnisméfig grof, ndhern sich diese mit steigender Neigung
an, sodass der Tropfen zunehmend deformiert wird (II). Die wachsende morphologische
Abweichung von der Kugelkappenform ist auch in diesem Fall durch ein Absinken der
L2-Norm gekennzeichnet. Auch fiir die Kontinuierung in der Neigung ergibt sich analog zu
den Betrachtungen im vorherigen Kapitel eine charakteristische Sattel-Knoten-Bifurkation
bei der die Kontaktlinie analog zu Abb. im hinteren Bereich der Strukturfunktion der
Benetzungsheterogenitit angepasst ist (III). Fiir die hier gewéhlten Parameter verlauft
der linear instabile Losungsast allerdings nicht nach einer Kaskade von Bifurkationen
in Richtung groffer Neigungen, sondern vielmehr zuriick zu kleineren Neigungen bis hin
zum horizontalen Fall o = 0. Die Hohenprofile entsprechen dabei Tropfen (IV), die
iiber eine verhaltnisméfig schmale Verbindung mit dem hydrophilen Spot interagieren
und sich in einer Zeitsimulation destabilisieren wiirden. Dabei konnen sich die Tropfen je
nach Storung von dem Spot ablosen oder auf diesen zuriickgezogen werden und damit in
die stationdre Losung iibergehen. Eine andere Wahl der Parameter, d.h. Tropfenvolumen,
Durchmesser des hydrophilen Spots oder Strukturamplitude, wiirde dariiber hinaus ein zu
Abb. analoges Diagramm erzeugen (s. Kap. . Die Losungen elongierter Tropfen
entsprechen hier allerdings separaten Asten, die im Bereich kleinerer L2-Normen lokalisiert
und an dieser Stelle nicht dargestellt sind bzw. aufserhalb des gezeigten Parameterbereichs
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ABBILDUNG 6.4: Bifurkationsdiagramm in der Neigung (oben) und Hohenprofile der haftenden zweidimensionalen
Tropfenlosungen (unten). Ausgehend von einem ruhenden sphdrischen Tropfen auf einem horizontalen Substrat
wird der Tropfen bei Vergrofierung des Neigungswinkels o zunehmend deformiert (LI1), sodass die L2-Norm
monoton abnimmt. Der linear stabile Lésungsast (rot durchgezogen) endet in einer Sattel-Knoten-Bifurkation
bei  Qudepin ~ 0,1926, die einem kritisch haftenden Tropfen (II1) entspricht. Der linear instabile Losungsast (rot
gestrichelt) korrespondiert zu Tropfen (IV) mit einem schmalen Verbindungsbereich zum hydrophilen Spot. Analog
zum Pearling-Koaleszenz- Zyklus in Kap. ergibt sich ausgehend von einer globalen Bifurkation in der Ndhe
der Sattel-Knoten-Bifurkation ein Ast mit zeitperiodischen Ldsungen, die einen Haft-Schlupf-Zyklus durchlaufen
(vgl. Abb. . Der Ursprung dieses Astes in der Nihe der Sattel-Knoten-Bifurkation suggeriert ein Potenzgesetz
der Periode, das allerdings in Abb. widerlegt wird.

liegen. Eine umfangreiche Analyse des topologischen Ubergangs zwischen dem Falls des
verbundenen und des nicht verbundenen Diagramms wird bspw. in [I82] durchgefiihrt.
Die Dynamik im Bereich der bereits erwahnten Bifurkation bei  cgepin ~ 0,1926
kann nun analog zur Pearling-Instabilitit in Kap. durch eine Zeitentwicklung der
kritischen haftenden Tropfenlosung mit geringfiigig vergroferter Neigung iiberpriift werden:
Ausgehend von Losung (III) der Kontinuierung ergibt sich fiir eine vergroferte Neigung
a — 0,1934 2 agepin die in Abb. gezeigte Dynamik. Der durch die Vorstrukturierung
bereits deformierte urspriinglich stationére Tropfen wird auf einer vergleichsweise grofsen
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ABBILDUNG 6.5: Dynamik eines haftenden Tropfens jenseits der kritischen Neigung o — 0,1934 2 qdepin -
Nach einer verhdltnismifig langen Phase eines haftenden nicht stationdren Tropfens bis t > 5,65 -10°  folgt
ein Enthaften des Haupttropfens von der Benetzungsheterogenitit. Nach dem der Tropfen das gesamte Gebiet
durchlaufen hat, trifft er aufgrund der periodischen Rdnder bei t = 5,78 -10° erneut auf den hydrophilen Spot
und haftet quasi-stationdr an diesem, sodass sich ingesamt ein zeitperiodischer Haft-Schlupf-Zyklus ergibt.
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ABBILDUNG 6.6: Zeitlicher Verlauf der L2-Norm (schwarz) wihrend des Haft-Schlupf-Zyklus eines Tropfens
mit Volumen Vi =5-10" jenseits der kritischen Neigung. Die in den Héhenprofilen (s. Abb. erkennbare
Separation der Haft- und Schlupf-Phasen wird hier in den ausgedehnten Plateaus der L2-Norm im Vergleich zu
den charakteristischen Spitzen verdeutlicht. Anhand der ausgezeichneten Mazima kann eine eindeutige Periode
Tus ~ 6,21-10°  ermittelt werden. Dariber hinaus ergibt sich ein zeitlicher Mittelwert L2~ 1,218 der L2-Norm,
der in grau gestrichelt dargestellt ist.



KAPITEL 6. TROPFENDYNAMIK AUF GENEIGTEN HETEROGENEN SUBSTRATEN 131

Zeitskala weiter in Richtung der Triebkraft elongiert. Die Verbindung zum hydrophilen
Spot und die daraus resultierende Haft-Wechselwirkung nehmen dabei stetig ab, bis diese
bei t~5,65-10° ein kritisches Niveau unterschreiten. In der Folge kann ein Depinning
(dt.: Enthaften) vom hydrophilen Spot und Rutschen des Haupttropfens bei ¢ > 5,65-10°
beobachtet werden. Auf dem hydrophilen Spot bleibt dabei ein Fliissigkeitsfilm mit geringer
mittlerer Hohe zuriick. Der rutschende Tropfen bei ¢ = 5,71-10% bewegt sich auf einem
lokal homogenen Substrat und weist dabei aufgrund der verhaltnisméfig geringen Neigung
eine nahezu sphirische Form auf (vgl. Abb. u. 5.7). Da auch fiir dieses System
periodische Randbedingung in z-Richtung festgelegt werden, trifftt der Haupttropfen, nach
dem Durchlaufen des Gebiets bei ¢ =~ 5,78 -10° erneut auf den hydrophilen Spot und
bedeckt diesen. Deformiert wird die zunachst sphérische Kappe wiederum ausschliefslich
durch die Wechselwirkung zwischen Kontaktlinie und Ubergangsbereich der Heterogenitiit,
sodass die Kontaktlinie bei vollstindiger Bedeckung des Spots (¢t = 5,83 -10%) erneut
kreisformig ist. Im weiteren Verlauf kommt es erneut zu einer Wechselwirkung zwischen
Heterogenitéit und hinterem Bereich des Tropfens bei ¢ ~ 5,93-10° und das Hohenprofil

wird abermals analog zur stationdren Losung deformiert.

Insgesamt ergibt sich so ein Haft-Schlupf-Zyklus (engl.: stick-slip cycle) mit einer
klaren Trennung der Zeitskalen durch eine Grofenordnung von 10: Fiir einen Zeitraum
von  tias ~ 6-10° haftet der Tropfen — wenn auch nicht als stationdrer Zustand — auf
dem Spot. Nach Ablosen des Tropfens rutscht dieser fiir  tgchiupr = 4 10*  auf dem lokal
homogenen Substrat und geht dann wieder in den haftenden Zustand iiber. Berechnet man
den zeitlichen Mittelwert L2 der L2-Normen dieser Losungen fiir verschiedene Neigungen,
ergibt sich der in Abb. dargestellte zeitperiodische Ast. Insgesamt entspricht die
Position agepin der Sattel-Knoten-Bifurkation also einer kritischen maximalen Neigung fiir
haftende Tropfen mit fixiertem Volumen Vi . Uberschreitet die Neigung und damit die
Triebkraft diesen kritischen Wert, kann eine Depinning-Instabilitdt beobachtet werden.
Eine Multistabilitdt und Hysterese von stationdrem sowie zeitperiodischem Ast kdnnen im
Unterschied zur Pearling-Instabilitdt im Rahmen der numerischen Fehler nicht eindeutig
ermittelt werden.

Analog zu dem in Kap. analysierten Pearling-Koaleszenz-Zyklus hingt die Periode
Tus mafgeblich von der Lange [, des Gebiets ab. Diese Abhéngigkeit bezieht sich allerdings
ausschliefslich auf die deutlich kiirzere Zeitskala tgeniups , sodass die gefundene Dynamik
weitestgehend unabhéngig vom numerischen Gebiet ist. Betrachtet man die Dynamik
fiir groke Neigungen, verdandert sich diese qualitativ nicht. Die mittlere L2-Norm, die
im Bereich der Bifurkation noch deutlich ansteigt, bleibt fiir steigende Winkel nahezu
konstant. Die Dynamik wihrend des Zyklus — d.h. die morphologische Anderung des
Hohenprofils — hangt demnach in der Néhe des kritischen Werts noch mafgeblich von
der Neigung ab, bleibt allerdings fiir grofe Triebkréfte weitestgehend konstant. Eine
Periodenverdopplung, vergleichbar zu den Ergebnissen in Kap. kann — zumindest fir
die hier analysierten Neigungen — nicht gefunden werden. Vielmehr ist zu erwarten, dass es
fiir deutlich grofsere Winkel, vergleichbar zu apeari , zu Uberlagerungen von Pearling- und
Depinning-Instabilitat kommt, die in diesem Rahmen allerdings nicht weiter betrachtet
werden sollen. Die in Abb. [6.6|definierte Periode Tyg kann des Weiteren analog zu Abb.
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ABBILDUNG 6.7: Perioden (X) des zeitperiodischen Haft-Schlupf-Astes fiir kleine Neigungen. Die funktionale
Abhdingigkeit der Perioden kann, vergleichbar mit dem Pearling-Koaleszenz-Zyklus (s. Abb. , durch eine
logarithmische Funktion beschrieben werden, sodass eine homokline Bifurkation bei anir angenommen werden kann.
Auch hier ergibt sich damit Tas — oo  fir o \( apif = 0,19339 sowie eine Abweichung vom logarithmischen
Verhalten fiir grofse Neigungen.

und quantitativ fiir verschiedene Neigungen analysiert werden (s. Abb. . Wie die
logarithmischen Zusammenhéange zeigen, weisen die Periode T, der Pearling-Koaleszenz-
Zyklen und Periode Tyg der Haft-Schlupf-Zyklen die gleiche funktionale Abhéngigkeit auf.
In der Grofenordnung unterscheiden sich beide Perioden allerdings deutlich um etwa einen
Faktor 10. Da auch die Haft-Schlupf-Dynamik den charakteristischen logarithmischen
Verlauf zeigt, kann auch hier die zugrunde liegende globale Bifurkation als homokline
Bifurkation angenommen werden. Da diese allerdings zwangslaufig auf dem instabilen
Losungsast lokalisiert ist, ist von einem sehr schmalen multistabilen Bereich auszugehen, der
im Rahmen der angewandten Numerik nicht eindeutig auflésbar ist. Auch die geringe aber
signifikante Abweichung zwischen — gepin ~ 0,19257  aus der numerischen Kontinuierung
und  apir &~ 0,19339  aus der Dynamik in Zeitsimulationen weisen auf eine eingeschréinkte
Vergleichbarkeit der numerischen Methoden und einen relativen Fehler von 0,4 % hin.
Eine Lokalisation der globalen Bifurkation auf der Sattel-Knoten-Bifurkation wiirde im
Gegenzug auf eine SNIPER-Bifurkation (Kurzform von Saddle-Node Infinite-PERiodic
Bifurcation) hindeuten [97, [168]. Der fiir diese Bifurkation charakteristische Zusammenhang

—-1/2

gemélf  Tys ~ (@ — apir) kann an dieser Stelle allerdings im Unterschied zu den

eindimensionalen Ergebnissen in [I82] eindeutig ausgeschlossen werden.

Zur Quantifizierung der gefundenen Ergebnisse fiir verschiedene Tropfenvolumina und
der damit verbundenen Vorhersage eines moglichen statistischen Verhaltens durch ein
Potenzgesetz wird das Bifurkationsdiagramm der stationédr haftenden Tropfen in Abb.
fiir verschiedene Werte von Vi berechnet und in Abb. zusammengefasst. Betrachtet
man die resultierenden Kurven, zeigt sich ein zur Pearling-Instabilitit (vgl. Abb. ana-
loges Verhalten: Vergrofsert man das Volumen eines Tropfens unter Fixierung der iibrigen
Parameter, verschiebt sich die kritische Neigung aiqepin zu kleineren Werten — und entspricht
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ABBILDUNG 6.8: Bifurkationsdiagramm eines haftenden Tropfens in der Neigung o fiir verschiedene Volumina
V. Topologisch bleiben die Kurven unter geringfiigiger Variation des Volumens dquivalent. Mit steigendem
Tropfenvolumen (schwarz — blau — rot) verringert sich die kritische Neigung, sodass fiir grofiere Tropfen ein
Enthaften bei kleineren Neigungen zu erwarten ist.
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ABBILDUNG 6.9: Zusammenhang zwischen kritischem Tropfenvolumen Viepin und kritischer Neigung qtdepin b2gl.
der Depinning-Instabilitit. Die charakteristischen Bifurkationen (X) folgen einem fundamentalen Potenzgesetz
(schwarz gestrichelt), das die (a,Vr)-Ebene in eine Phase haftender Tropfen unterhalb der Kurve und eine Phase
zeitperiodischer Losungen oberhalb der Kurve unterteilt. Erwartungsgemadfl kénnen auf Substraten mit geringerer
Neigung Tropfen mit grofferen Volumina stabil haften.

damit dem zu erwartenden Verhalten. Die Topologie der Kurve im («a,L2)-Diagramm bleibt
— fiir die hier gezeigte Variation — dabei unveréandert. Wie bereits beschrieben, dndert sich
die Topologie des Diagramms allerdings, falls das Verhéltnis zwischen Tropfengrofe und
Durchmesser des hydrophilen Spots deutlich variiert wird. Eine Analyse der charakteristi-
schen Sattel-Knoten-Bifurkation {iber ein breites Spektrum von Tropfenvolumina bei fester
Geometrie des Spots und Strukturamplitude zeigt allerdings, dass die kritische Neigung
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und das kritische Volumen nicht von den topologischen Ubergingen der restlichen linear
instabilen Aste beeinflusst wird. Ubertriigt man die gefundenen Werte in ein Diagramm
in der (a,Vir)-Ebene (s. Abb. [6.9), zeigen sich demnach keinerlei Ubergiinge, sodass ein
fundamentales Potenzgesetz vergleichbar zu Abb. determiniert werden kann. Die
Betrachtung der korrespondierenden experimentellen Analysen zeigt ebenfalls Potenzge-
setze bzgl. der kritischen Neigung von haftenden Tropfen [19] 03, [148]. Diese liefern im
Vergleich allerdings — wie dariiber hinaus in [I9] angedeutet — kein eindeutiges Ergebnis.
Fiir reale Systeme ist der Ubergang scheinbar von komplexerer Natur, sodass sich je nach
Betrachtung verschiedene Potenzgesetze ergeben.

6.1.2 Einfluss der Strukturamplitude

Wie bereits erldutert, hat der Durchmesser des hydrophilen Spots keinen signifikanten
Einfluss auf das in Abb. dargestellte Potenzgesetz. Ein weiterer freier Parameter, der
die gefundene Gesetzméfigkeit mutmaflich beeinflussen kann, ist die Strukturamplitude
¢. Um die Allgemeingiiltigkeit der Ergebnisse zu untersuchen, kann der Zusammenhang
zwischen kritischer Neigung und kritischem Volumen daher fiir verschiedene Werte von
&, d.h. verschiedene Unterschiede in der Benetzbarkeit, ermittelt werden. Fiir Systeme
mit Werten zwischen ¢ = 0,1 und dem bereits untersuchten Fall ¢ =1,0 ergeben
sich damit die Kurven in Abb. [6.10l Betrachtet man zunéchst die Verldufe der Daten
und funktionalen Zusammenhénge, zeigen sich iiber das gesamte analysierte Spektrum
qualitativ dquivalente Ergebnisse. Lediglich fiir Strukturamplituden mit ¢ < 0,3  ergibt
sich eine Abweichung im Bereich kleiner Tropfenvolumina, die allerdings im Bezug auf das
zugrunde liegende physikalische System von untergeordneter Rolle sind und daher aus dem
Fit ausgeschlossen werden. Die Fit-Funktionen verlaufen in der doppelt-logarithmischen
Darstellung weitestgehend parallel, sodass die Potenz b im Wesentlichen unabhéngig von
der Strukturamplitude erscheint. Die parallele Verschiebung hin zu groferen Tropfenvo-
lumina fiir steigende Amplituden entspricht dem erwarteten Verhalten und ist mit den
Koefhizienten a, verkniipft. Die in der eingesetzten Tabelle sowie in Abb. visualisierten
Koeffizienten quantifizieren die bereits beschriebene Tendenz — dabei werden die Ergebnisse
der zweidimensionalen Tropfen durch die der eindimensionalen Streifen ergénzt.
Besonders fiir die Streifenlosungen zeigt sich ein konstanter Verlauf der Potenz b, sowie
ein linearer Anstieg des Koeflizienten a, , der im Wesentlichen die parallele Verschiebung
bestimmt. Fiir die zweidimensionalen Tropfenlosungen ergibt sich ein analoger Verlauf
beider Grofen. An dieser Stelle konnen allerdings leichte Abweichungen vom linearen
Verhalten des Faktors ag fiir grofe Amplituden festgestellt werden. Auch die Potenz
zeigt deutlichere Abweichungen von einem konstanten Wert, die allerdings maximal +4 %

betragen.
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ABBILDUNG 6.10: Potenzgesetz der Depinning-Instabilitdt fiir zweidimensionale Tropfen unter Variation der
Strukturamplitude £ . Der qualitative Verlauf der Kurven bleibt fiir alle betrachteten Strukturamplituden dquivalent.
Die Potenz be der Fit-Funktion weicht lediglich im Bereich kleiner bzw. groffer Amplituden von einem mittleren
Wert be = —1,00 ab. Im Wesentlichen bewirkt die Erhohung der Amplitude eine parallele Verschiebung, die sich
im Koeffizienten ag manifestiert.
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ABBILDUNG 6.11: Koeffizienten der Potenzgesetze von Streifen (*) und Tropfen (O) in Abhdngigkeit der
Strukturamplitude & . In beiden Fillen bleibt die Potenz im Wesentlichen um einen mittleren Wert be ~ —1,00
konstant und der Koeffizient ae zeigt einen linearen Anstieg mit der Amplitude. Fir die zweidimensionalen Tropfen
zeigt sich eine deutlichere Abweichung von diesem Verhalten im Bereich sehr kleiner sowie grofier Werte von £ .
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6.1.3 Elongierte haftende Tropfen

Wie bereits durch die numerischen Kontinuierungen im Volumen (s. Abb. und in
der Neigung (s. Abb. auf einem verhaltnismafig kleinen Gebiet mit [, = 2[, =
200 angedeutet, ergeben sich auch fiir die haftenden Tropfen elongierte Héhenprofile.
Um die wesentlichen Aspekte dieser Losungen herauszustellen, wird im Folgenden eine
Kontinuierung auf einem in der Lange erweiterten Simulationsgebiet mit [, = 41, = 400
analog zu Kap. [5.2.5| analysiert. Da die betreffenden Losungen allerdings mehrfach linear
instabil sind — d.h. mehr als ein Eigenwert hat einen positiven Realteil — sind diese im
Unterschied zu den elongierten rutschenden Tropfen in statistischen Tropfenensembles
nicht zu erwarten und sollen daher an dieser Stelle nur oberflichlich betrachtet werden.
Um fiir das hier gewiithlte Tropfenvolumen Vi = 6,2-10* ein zusammenhiingendes
Bifurkationsdiagramm mit verbundenen Teildsten zu erhalten, wird der Durchmesser des
hydrophilen Spots im Vergleich zu Abb. [6.4) auf 2R = 80 verdoppelt. Der ruhende
sphérische Tropfen fiir «a = 0,0 ist somit nur geringfiigig grofser als der Bereich erhéhter
Benetzbarkeit. Neigt man das Substrat, deformiert sich auch dieser Tropfen, sodass die
L2-Norm monoton abfillt (s. Abb. . Fiir das hier untersuchte System ergibt sich
ebenfalls eine charakteristische Sattel-Knoten-Bifurkation, die den Ubergang zur Depinning-
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ABBILDUNG 6.12: Bifurkationsdiagramm (oben) und Héohenprofile (unten) elongierter haftender Tropfenlésungen
mit Volumen Vi =6,2-10"  auf einem vergroferten Gebiet mit I, = 4l, = 400 wund einem hydrophilen Spot
mit Durchmesser 2R =80 sowie Strukturamplitude & =1,0. Aufgrund der hier gewdhiten Geometrie ist das
Bifurkationsdiagramm im Unterschied zu Abb. durch eine zusammenhdngende Kurve gegeben. Ausgehend von
linear stabilen haftenden Tropfenlosungen (I) mit kritischer Neigung bei  Qdepin =~ 0,3350  ergibt sich ein linear
instabiler Teilast mit einer Kaskade aus Sattel-Knoten-Bifurkationen. Jede zweite Bifurkation entspricht dabei der
Elongation des Tropfens um ein Mazimum einer réumlichem modulierten Kette: (II) — (III) — ... — (IV).
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Instabilitét bei  gepin &~ 0,3350 determiniert. Das Hohenprofil (I) des kritisch haftenden
Tropfens weist allerdings aufgrund des deutlich vergrofserten hydrophilen Spots eine
verglichen mit Abb. veranderte Morphologie auf. Der hier betrachtete Fall entspricht
daher im Wesentlichen Heterogenitéten, die eine im Vergleich zu den betrachteten Tropfen
ahnliche Grofse besitzen. Dabei sei erwéihnt, dass eine verdnderte Geometrie — zumindest fiir
hinreichend grofse Strukturamplituden — keinen Einfluss auf die in Abb. ermittelten
Potenzgesetze hat. Im Anschluss an den linear stabilen Teilast ergibt sich analog zu
Abb. eine Kaskade aus Sattel-Knoten-Bifurkationen. Die linear instabilen Losungen
entsprechen dabei einer wachsenden Kette aus kleineren Tropfen, die durch schmale
Verbindungen interagieren und entgegen der Triebkraft fixiert sind. Dabei entspricht
jede zweite Sattel-Knoten-Bifurkation einer Elongation um einen weiteren Tropfen. So
weist bspw. die Losung (II) an der dritten Bifurkation einen weiteren Tropfen und die
Losung (III) an der fiinften Bifurkation zwei weitere Tropfen auf. Fiir das hier gewéhlte
Gebiet sind so insgesamt fiinf Tropfen im Hoéhenprofil (IV) moglich, bevor bei groferen
Neigungen eine Wechselwirkung iiber die periodischen Rander stattfindet. Dabei geht die
Losung in einen in z-Richtung ausgerichteten modulierten Streifen iiber. Insgesamt weisen
die hier gefundenen Hohenprofile und Bifurkationsdiagramme eine deutliche Analogie zu
vergleichbaren Ergebnissen eines Modells des tropfenden Wasserhahns auf [35], 36].

6.1.4 Kondensation & quasi-stationidre Tropfen

Um abschlieend analog zu Kap. |o| das statistische Verhalten von Ensembles haftender
Tropfen analysieren zu kénnen, wird das in den vorherigen Kapiteln untersuchte Sys-
tem unter dem Einfluss einer endlichen Kondensationsrate pfxg # 0 betrachtet. Diese
Erweiterung ist unter anderem sinnvoll, da ein zu Kap. analoges System trotz Be-
netzungsheterogenitiat durch die Dynamik der rutschenden Tropfen dominiert ist. Dies
wird bereits in der Zeitsimulation in Abb. erkennbar: Tropfen, die nur geringfiigig
grofer sind als das kritische Volumen Vgepin Werden keinen Beitrag zu einer moglichen
Statistik haftender Tropfen liefern. Da des Weiteren stets  Vjearn > Viepin ~ gilt, wird
die Verteilung der Tropfenvolumina nicht durch die hydrophilen Spots beeinflusst. Eine
Kondensation der Fliissigkeit an den hydrophilen Spots wird dagegen eine statistische
Analyse im Hinblick auf Tropfen mit Vi < Vgepin  ermoglichen. Bevor die Simulationen
auf grofsen raumlichen Skalen in Kap. betrachtet werden, wird das bekannte System
eines einzelnen hydrophilen Spots mit Durchmesser 2R = 40 auf einem Gebiet mit
l, = 2l, = 200 und geneigtem Substrat mit o« = 0,3 durch eine Kondensation mit
verschiedenen Raten erweitert (s. Abb. [6.13). In z-Richtung werden dabei im Unterschied
zu den bislang verwendeten periodischen Randbedingungen Neumann-Randbedingungen
gewéhlt, sodass eine endliche Triebkraft einen Netto-Fluss iiber die Rdnder zur Folge hat
und Tropfen aus dem Gebiet rutschen konnen.

Ausgehend von einem flachen Film der Hohe h =hy =1, sodass Vi =L2=0,
kondensiert die Fliissigkeit aufgrund des verdnderten Derjaguin-Drucks auf dem Bereich

erhohter Benetzbarkeit. Die Lokalisation der Kondensation wird dabei iiber das hier
verwendete Modell in Gl. (2.68]) direkt mit dem lokalen Druck P(7) der Fliissigkeit in
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ABBILDUNG 6.13: Zeitentwicklung (unten) eines einzelnen haftenden Tropfens mit verschiedenen Kondensations-
raten  PBxe =2-107°  (blau) und Pxe = 1-107* (griin). In rot ist der stationdre Losungsast der numerischen
Kontinuierung eingezeichnet. Ausgehend von einem flachen Film mit ho = ha =1, sodass Vp =L2=0,
steigt das Volumen tberproportional mit der Zeit an. Dabei werden die quasi-stationdren Héhenprofile (I) — (II)
— (III) wergleichbar mit den Losungen der Kontinuierung in Abb. durchlaufen. Aufgrund der langen Zeitskala
der Depinning-Instabilitat ist das Enthaften des Tropfens bei gegeniiber der Kontinuierung leicht vergrifSerten

Volumina Vd(elpin und Vd(f;))in zu beobachten. Durch die Neumann-Randbedingungen fliefit der Tropfen nach dem

Enthaften aus dem Gebiet und das Tropfenvolumen fallt schnell ab.

Verbindung gebracht. Das chemische Potential der Kondensation wird dabei im Folgenden
stets zu  puxg = —5-1072  gewiihlt. Da das Héhenprofil (I) nach kurzer Zeit von dem eines
homogenen Films abweicht, ergibt sich dariiber hinaus — vor allem im Bereich der Kontakt-
region — ein endlicher Laplace-Druck, der zusétzlich zu einer erhohten Kondensation fiihrt.
Diese ist also stets im Bereich des Tropfens lokalisiert. Wahlt man eine hinreichend kleine
Kondensationsrate, d.h. bspw. Sxg = 2-107°, durchliduft der Tropfen im Wesentli-
chen die stationéren Losungen (ILIII) entlang des Astes der numerischen Kontinuierung
im (Vp,L2)-Diagramm. Aufgrund der verhéltnisméfig langsamen Dynamik wird dieses
Verhalten als quasi-stationédr bezeichnet und entspricht der in Abb. betrachteten
Entnetzung. Das Volumen des Tropfens zeigt dabei einen {iberproportionalen Anstieg in der
Zeit. Uberschreitet das Tropfenvolumen den kritischen Wert  Vepin ~ 3,19- 10*, bendtigt
der Prozess der Depinning-Instabilitit zunichst eine Ubergangszeit, bevor der Tropfen den
Kontakt verliert und sich in positiver z-Richtung aus dem Simulationsgebiet bewegt. Der
Ubergang auf ein sphirisches Hohenprofil des rutschenden Tropfens ist durch einen charak-
teristischen Knick in der Kurve bei V.~ 3,37-107° gekennzeichnet. Der Ausfluss des

depin
Tropfens tiber den Rand zeigt sich dann ebenfalls durch einen Knick in der Vi (t)-Kurve,
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der ein deutliches und relativ schnelles Absinken des Gesamtvolumens andeutet. Ursache
fiir die Verschiebung zu groferen Tropfenvolumina ist folglich die sehr lange Zeitskala des
Enthaftens, die bereits in Abb. [6.5] quantifiziert wurde. Um die Kurven demnach weiter
anzupassen, miisste eine kleinere Kondensationsrate gewiahlt werden, sodass die Zeitskala
der Kondensation klein im Vergleich zu der erwéhnten Skala der Depinning-Instabilitéat
ist. Vergrofert man die Kondensationsrate dagegen auf Sxg = 1-107%, Dbleibt die
Dynamik qualitativ vergleichbar. Quantitativ zeigt sich erwartungsgemafs ein deutlich
steilerer Anstieg des Volumens in der Zeit. Die Abweichung zwischen dynamischer Kurve
und stationdrem Ast im (Vr,L2)-Diagramm vergrofert sich mit der Kondensationsrate
deutlich. Der fiir das System relevante Unterschied ist allerdings — wie bereits angedeutet —
im Bereich der Depinning-Instabilitdt zu erkennen: Durch die beschleunigte Kondensation
und die gleichbleibende Zeitskala wihrend der Ablosung des Tropfens ist dieser Ubergang
zu deutlich groferen Werten Vd(;zin ~ 3,81-107° im Tropfenvolumen verschoben.

Fiir eine moglichst hohe numerische Effizienz insbesondere fiir die Simulation auf
groflen raumlichen und zeitlichen Skalen wird im Folgenden stets der Fall Bxg =1-107%
betrachtet.
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6.2 Ensembles aus haftenden Tropfen & Statistik

Fiihrt man analog zu Kap. Zeitsimulationen auf einem vergroferten Gebiet mit
l; =1, =4000 und verschiedenen fixierten Neigungen durch, kénnen die selben statisti-
schen Analysen auf die resultierenden Ensembles aus haftenden und rutschenden Tropfen
angewandt werden. Als Strukturfunktion wird eine zuféllige Anordnung von Ng & 400
hydrophilen Spots gemaf Kap. mit dem Durchmesser 2R = 40 implementiert.
Die Anfangsbedingung ist dabei jeweils durch einen Film der mittleren Héhe hy = 2,0
gegeben, der zusatzlich zu dem additiven Rauschen eine rdumliche Modulation deutlich
grokerer Wellenldnge erhélt. Diese Erweiterung dient im Wesentlichen der Vermeidung einer
gleichméfigen Tropfenvolumenverteilung im Raum, die zusammen mit der Kondensation
zu quasi-periodischen kollektiven Enthaftungen der Tropfen in der Zeit fiihren wiirde. Die
Modulation auf grofer Skala induziert dagegen verschiedene Anfangsbedingungen an den
hydrophilen Spots (s. Abb.[6.14] oben links), sodass ein kollektives Verhalten vermieden
wird und das System hinreichend schnell in einen rein statistischen Zustand tibergeht. Eine
gegeniiber dem homogenen Fall deutlich verlangerte Einschwingphase wird so vermieden.
Des Weiteren wird am Rand in negativer x-Richtung ein Bereich eines homogenen Films
mit h = hpy = 1 implementiert, um ein Einfliefen iiber den entsprechenden Rand
aufgrund der Neumann-Randbedingungen zu vermeiden. Damit ist sichergestellt, dass
das Gesamtvolumen des Systems ausschliefslich durch die Kondensation und den Ausfluss
in positiver z-Richtung bestimmt ist. Die Volumenerhaltung des in Kap. [5| betrachteten
Systems ist somit nicht mehr explizit gegeben.

Die Zeitreihe in Abb. zeigt die Dynamik fiir das oben beschriebene System fiir ein
geneigtes Substrat mit «a = 0,5. Das Tropfenensemble wird in der ersten Phase analog
zum Fall der homogenen Benetzbarkeit durch eine spinodale Entnetzung dominiert, sodass
sich die Hohenprofile nicht wesentlich von den entsprechenden Lésungen in Abb.
unterscheiden. Bedingt durch die hydrophilen Spots ergeben sich bei t = 0,5 - 10*
allerdings einige deutlich grofere Tropfen auf den entsprechenden Bereichen erhdhter
Benetzbarkeit, die kleinere Tropfen innerhalb der unmittelbaren Umgebung aufnehmen.
Qualitativ deutlichere Unterschiede zeigen sich im Ubergang von t = 3,5-10* auf
t=17,5-10* : Im Vergleich zum homogenen Fall ohne Kondensation wird an dieser Stelle
deutlich, dass das Gesamtvolumen aufgrund der Kondensation zunimmt. In den darauf
folgenden Zeitschritten zeigt sich dariiber hinaus eine Bewegung der grofseren Tropfen,

sodass sich auch hier &hnliche Héhenprofile ergeben.

Fiir das hier betrachtete System werden in der Langzeitdynamik bei ¢ = 46,0 - 10*
allerdings zwei Effekte sichtbar: Zum einen ist ein steigender Gradient der Tropfenvolumina
in z-Richtung erkennbar, der auf die Zunahme des individuellen Tropfenvolumens wahrend
der Bewegung durch das Gebiet und der nicht periodischen Rénder zuriickzufiihren ist.
Zum anderen bleibt das Ensemble im Unterschied zum homogenen Fall durch eine rela-
tiv grofte Zahl verhéaltnisméfkig kleiner Tropfen dominiert, die an den hydrophilen Spots
heften. Das Heften der Tropfen kann an dieser Stelle nicht quantifiziert werden, manifes-
tiert sich allerdings im spéteren Verlauf im Zusammenhang zwischen Volumenverteilung
und Depinning-Instabilitit (s. Abb. [6.16]). Betrachtet man neben den Héhenprofilen die
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t=0,0-10% t=0,5-10* t=35-10%

t=11,0-10*

ABBILDUNG 6.14: Zeitentwicklung eines Tropfenensembles fir « =0,5 mit Ng =400 zufdllig verteilten
hydrophilen Spots — dargestellt links oben in schwarz — und endlicher Kondensationsrate fxg = 1-107%.
Analog zu den Ensembles auf homogenen Substraten (vgl. Abb. zeigt sich zundchst eine spinodale Entnetzung.
Diese ist allerdings von den Bereichen erhéhter Benetzbarkeit beeinflusst, sodass an den Spots bei t = 0,5-10%
vergriferte Tropfen mit nicht bedeckten Umgebungen auftreten. Die Dynamik ab t=17,5-10" ist von haftenden
und rutschenden Tropfen sowie der Anfangsbedingung bestimmt. In der Langzeitdynamik ab t =46,0-10* stellt
sich ein Gleichgewichtszustand ein, der durch einen Zyklus aus Kondensation, Haften und Rutschen dominiert ist.
Im Vergleich zum homogenen Fall ergeben sich deutlich mehr Tropfen mit verhdltnismdf$ig kleinem Volumen.
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ABBILDUNG 6.15: Zeitliche Entwicklung der mittleren Filmhéhe ho und Tropfenzahl Nt fiir verschiedene
Neigungen « =0,3 in schwarz, « =05 in blau und « =0,7 in rot. Die Anzahl Ng der hydrophilen
Spots ist in grau dargestellt. Die erste Phase mit t < 1-10° st fiir alle Neigungen durch die Kondensation
und spinodale Entnetzung dominiert, sodass die mittlere Filmhdéhe steigt und die Tropfenzahl abnimmt. In einer
Ubergangsphase beginnen die Tropfen aus dem Gebiet zu rutschen, infolgedessen ho abnimmt, bis sich fiir t > 3-10°
fir alle o ein Gleichgewicht aus Kondensation und Ausfluss einstellt. Dieses ist fiir kleinere Neigungen durch eine
kleinere Tropfenzahl und eine gréfiere mittlere Filmhdohe charakterisiert.
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zeitlichen Entwicklungen der mittleren Filmhéhe und der Tropfenzahl fiir verschiedene
Neigungen « =0,3, a=05 und «a=0,7, konnen die qualitativen Beobachtun-
gen in einem ersten Schritt quantifiziert werden. Die mittleren Filmhohen, die aufgrund
der Anfangsbedingungen fiir kleine Zeiten leicht verschoben erscheinen, zeigen fiir alle
Neigungen ein vergleichbares Verhalten: Aufgrund der oben beschriebenen Erweiterungen
der Anfangsbedingungen ist die mittlere Filmhohe zum Zeitpunkt ¢ =0,0-10* zunichst
fiir die verschiedenen Félle gegeneinander verschoben und entspricht nicht mehr dem
zunéchst angenommenen Wert  hg = 2,0 (s. Abb.[6.15). Dieser Umstand ist aufgrund
des Zusammenwirkens von Kondensation und Ausfluss an den Neumann-Réndern aller-
dings fiir die Langzeitdynamik irrelevant. Der zeitliche Verlauf ist fiir alle Neigungen bis
t ~10,0-10* durch einen iiberproportionalen Anstieg der mittleren Filmhohe gekenn-
zeichnet. Dieser kann durch den zunéchst verschwindenden Ausfluss mit der Entwicklung
des einzelnen Tropfens in Abb. erklart werden. Das globale Maximum der mittleren
Filmhohe kennzeichnet jeweils einen Ubergang der Dynamik, im Zuge dessen der Ausfluss
der rutschenden Tropfen am Rand bei =z = +I, die mittlere Kondensation {iberwiegt.
Vergleichbar zu der ebenfalls dargestellten Tropfenzahl Nt stellt sich auch fiir die mittlere
Filmhéhe fiir ¢ > 30,0 - 10  ein quasi-stationiires Verhalten ein. Das zunichst durch die
endliche Kondensation und Neumann-Randbedingungen zeitliche variable Gesamtvolumen
des Systems geht folglich in der Langzeitdynamik in ein quasi-stationdres Gleichgewicht
aus Kondensation und Ausfluss iiber. Die Werte der entsprechenden Plateaus verhalten
sich dabei abhéngig von der Neigung gerade entgegengesetzt zu den Tropfenzahlen: Fiir
Substrate mit geringer Neigung ist das Ensemble von wenigen groferen Tropfen domi-
niert. Die Anzahl Ng der hydrophilen Spots gibt dabei natiirlich eine untere Schranke der
Tropfenzahlen an, sodass die Differenz aus Nt und Ng die Zahl der rutschenden Tropfen
ndahert. Des Weiteren kann ein stabilisierender Effekt auf die Tropfenzahl beobachtet
werden, sodass diese im Unterschied zu den Ensembles auf homogenen Substraten in
der Langzeitdynamik nicht zu kleineren Werten tendiert. Dies ist mit einer Stérung und

Destabilisierung elongierter Tropfen durch die Heterogenitéat zu erklaren.

Berechnet man fiir die Ensembles auf verschieden geneigten Substraten die individuellen
Volumina und den korrespondierenden Kerndichteschétzer gemaft Kap. ergeben sich die
zeitlichen Entwicklungen der Tropfenvolumenverteilung in Abb. [6.16] Die ersten Phasen der
Dynamik mit ¢ < 1-10° sind dabei analog zum homogenen Fall durch eine Verbreiterung
der Verteilung zu groferen Volumina bestimmt. In der Langzeitdynamik stellt sich ein
statistischer Zyklus aus Kondensation, Haften und Rutschen ein, der der Dynamik in
Abb. entspricht und die Volumenverteilungen stabilisiert. Fiir alle betrachteten
Neigungen ergeben sich dabei zwei charakteristische Spitzen. Berechnet man die zeitlichen
Mittelwerte und vergleicht die auftretenden Spitzen mit den vorhergesagten Werten Viepin
und Viearn der Potenzgesetze, wird ein direkter Zusammenhang zwischen der Breite der
Verteilung im Bereich kleiner Volumina und dem Schwellwert der Depinning-Instabilitat
erkennbar: Da die Kondensation an den hydrophilen Spots kontinuierlich von einem nicht
bedeckten Zustand bis hin zu einem kritisch haftenden Tropfen wirkt, ist die Verteilung
nicht nach unten beschrinkt. Zu groferen Volumina ergibt sich allerdings eine obere
Schranke, die durch den jeweiligen kritischen Wert Viepin bestimmt ist. Das Uberschreiten
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ABBILDUNG 6.16: Zeitliche Entwicklung des Kerndichteschdtzers Ky der Tropfenvolumenverteilung fir o = 0,3
(oben), a=0,5 (Mitte) und o =0,5 (unten) in logarithmischer Skala. Analog zum Fall eines homogenen
Substrats (vgl. Abb. ist das Ensemble in der initialen Phase der spinodalen Entnetzung von vielen Tropfen
mit verhaltnismdf$ig kleinen Volumina bestimmt. In der zeitlichen Entwicklung wird diese Verteilung bis t =~
1,0-10°  breiter und geht schlieflich in einen quasi-stationdres Gleichgewicht iiber. Die zeitlichen Mittelwerte
fiir  4,5-10° <t <5,0-10°  zeigen fiir alle untersuchten Neigungen zwei charakteristische Spitzen. Dabei ist die
Spitze im Bereich kleiner Volumina mit dem kritischen Wert Viepin (blaw) und die Spitze bei gréfleren Volumina
mit Vpeart (T0t) verkniipft. Fir o = 0,3 ergibt sich eine Abweichung fir die Pearling-Instabilitit, die durch
deformierte Tropfen in Abb. erklirt werden kann.
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der korrespondierenden Schwellwerte im Vergleich zur Pearling-Instabilitdt auf einem

homogenen Substrat kann dabei mit der Verschiebung Viepin — Xﬁfgin

Abb. [6.13] untersuchten Zeitskalen von Depinning-Instabilitdt und Kondensation erklért

aufgrund der in

werden. Der Zusammenhang zwischen kritischem Wert und Volumenverteilung bleibt
allerdings fiir alle untersuchten Neigungen signifikant.

Betrachtet man die Verteilungen der Substrate mit o = 0,5 und o =0,7 im
Bereich grofserer Volumina, zeigt sich eine weitere Spitze, die mit der zweiten Schranke
Vpearl Tutschender Tropfen in Zusammenhang gebracht werden kann. Natiirlich verhalten
sich die rutschenden Tropfen auf dem heterogenen Substrat vergleichbar zum homogenen
Fall. Das Volumen dieser Tropfen wird also durch weitere Kondensation und Koaleszenz
mit haftenden und anderen rutschenden Tropfen vergrofert, bis diese durch die Pearling-
Instabilitdt oder angeregt durch einen hydrophilen Spot aufbrechen. Die obere Schranke
der Volumina ist dabei wiederum durch den kritischen Wert Vjcan gegeben, der durch die
Untersuchung einzelner Tropfen auf homogenen Substraten bzw. das korrespondierende
Potenzgesetz vorhergesagt wird. Auch fiir diese Instabilitét ist ein Uberschreiten des Wertes
erkennbar, das allerdings durch eine zur Depinning-Instabilitdt analoge Argumentation
erklart werden kann. Im Fall der niedrigsten Neigung léasst sich dieser Zusammenhang nicht
eindeutig auflésen. Dies ist durch zwei Effekte begriindbar: Zum einen ist die Anzahl der
rutschenden Tropfen mit grofsen Volumina deutlich geringer als fiir die iibrigen Fille, sodass
eine statistische Analyse und Kerndichteschdtzung an Aussagekraft verliert. Zum anderen
sind die mittleren Volumina in diesem Bereich verhéltnisméfkig grof im Vergleich zum
mittleren Abstand der hydrophilen Spots, sodass vermehrt deformierte Tropfen auftreten,
die mehrere Spots bedecken wie in Abb. dargestellt.

Insgesamt unterstreichen die Analysen der Ensembles auf heterogenen Substraten
die Vorhersagekraft beider Potenzgesetze. Dabei wird deutlich, dass die Ergebnisse der
Pearling-Instabilitét die Dynamik fiir geeignete Parameter auch in dem durch Kondensation
und heterogene Benetzbarkeit erweiterten System statistisch signifikant vorhersagen.
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ABBILDUNG 6.17: Zeitentwicklung eines Tropfenensembles fiir o =0,3 mit Ns =400 zufdllig verteilten
hydrophilen Spots und endlicher Kondensationsrate fxg = 1-107*.  Analog zu Abb. zeigt sich nach
einer Einschwingphase eine stabile Gleichgewichtsdynamik bei t = 47,0-10*, die durch viele verhiltnismdfig
kleine haftende Tropfen charakterisiert ist. Im Unterschied zum Fall gréfSerer Neigung ergeben sich allerdings
deutlich weniger rutschende Tropfen mit grofien Volumina. Dartiber hinaus weise diese eine im Vergleich zum
mittleren Abstand der hydrophilen Spots grofie Ausdehnung auf, sodass meist mehrere Spots bedeckt und die Tropfen
deformiert werden.
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Z n der vorliegenden Arbeit wurde beginnend mit Kap. [1| zundchst eine allgemeine
Ubersicht bisheriger Entwicklungen und Erkenntnisse der Hydrodynamik insbesonde-
re im Bereich der Kapillaritdt und Benetzbarkeit gegeben. Dabei wurden zum einen die
vorangegangenen experimentellen und theoretischen Ergebnisse im Bezug auf physikoche-
misch getriebene Entnetzungsprozesse dargelegt und zum anderen das hier verwendete
Diinnfilm-Modell motiviert. Letzteres wurde dann in Kap. [2| unter Beriicksichtigung der
relevanten physikalischen Aspekte resultierend in der Diinnfilm-Gleichung aus den Navier-
Stokes-Gleichungen hergeleitet. Dariiber hinaus wurden in Kap. mit der Kontinuierung
und der direkten Numerik, d.h. Zeitsimulation, zwei grundlegend verschiedenartige nume-
rische Methoden vorgestellt und erlautert, die zur numerischen Rechnung im Ergebnisteil
der Arbeit herangezogen wurden.

Bei der anschlieffenden nichtlinearen Analyse der zugrundeliegenden Gleichungen
wird neben der Erstellung moglichst umfassender und prédgnanter Phasendiagramme
ein besonderes Augenmerk auf die effiziente Kombination der beschriebenen numerischen
Herangehensweisen gelegt. Diese ermoglicht die Verkniipfung statischer und dynamischer
Losungen zur vollstédndigen Beschreibung der beobachteten Prozesse.

Beginnend mit dem einfachsten Fall eines horizontalen Substrats mit homogener Be-
netzbarkeit in Kap. [3] wurde das Diinnfilm-Modell zunéchst auf Strukturbildungen in
Form von Streifen- und Tropfenlésungen untersucht (s. Tab. u. . Dabei wurden
die allgemeinen Strukturen der korrespondierenden stationédren Losungen in Form von
Bifurkationsdiagrammen dargestellt und vollstandig durch Brechungen von Translations-,
Rotations- und Spiegelsymmetrien im Zuge der Bifurkationen erklért. Des Weiteren verifi-
zieren analytische Ergebnisse zur linearen und schwach nichtlinearen Stabilitdtsanalyse die
Giiltigkeit der numerischen Resultate im Bezug auf die Positionen und Normalformen der
betreffenden Bifurkationen. Zentrale Ergebnisse dieses Kapitels sind die Energiediagramme
in Abb. und die den Parameterraum der mittleren Filmhohe in Bereiche spino-
daler Entnetzung und Entnetzung durch Nukleation unterteilen. Die thermodynamische
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ABBILDUNG 7.1: Zusammenfassendes Stabilititsdiagramm von zwei Streifen auf eindimensionaler (links) und vier
Tropfen auf zweidimensionaler (rechts) Vorstrukturierung. Die aus der numerischen Kontinuierung determinierte
Stabilitatsgrenze (rot) trennt dabei Phasen stabiler und gegeniber Koaleszenz instabiler Tropfen oder Streifen.
Auffillig ist, dass eine Stabilisierung hin zu grofien mittleren Filmhéhen, d.h. Volumina, erst oberhalb von einem
Benetzungskonstrast von etwa 80 % erreicht wird. Die fir kleinere Strukturamplituden zundchst unerwartete
Verkleinerung des stabilen Bereichs wird in Kap. erldutert.

Freie Energie dient in diesem Rahmen als Kriterium fiir die Ljapunow-Stabilitat des
Systems, sodass sich Regime mit stabilen, metastabilen und instabilen Fliissigkeitsfilmen
verschiedener Hohe ergeben. Die durch die numerische Kontinuierung berechneten line-
ar instabilen Losungséste der Fliissigkeitsstrukturen determinieren dabei im spinodalen
Fall Energickaskaden der Entnetzungsprozesse, die abschliefsend durch Zeitsimulationen
verifiziert wurden (s. Abb. u. . In diesem Zuge wurde deutlich gemacht, dass
die Symmetrien der stationdren Losungen deutlich weniger relevant fiir die beschriebenen
Kaskaden sind, als die Anzahl der Tropfen oder Streifen. Auch in Bezug auf Entnetzungen
durch Nukleation, wird die Relevanz der instabilen Losungséste deutlich: Diese definieren
einen Schwellwert der Amplitude einer Stérung und damit der korrespondierenden Energie,
um ein Aufbrechen des flachen Films zu einem Streifen- oder Tropfenzustand zu induzieren.

Ausgehend von den bekannten linear instabilen Mustern wurde das System in Kap.
durch eine lokale Modulation der Benetzbarkeit erweitert, um die erwdhnten Formationen
aus mehreren Streifen oder Tropfen gezielt gegen die im Rahmen der Entnetzungsprozesse
beobachtete Koaleszenz zu stabilisieren. Dabei wurden zunéchst die Auswirkungen der
expliziten Symmetriebrechung durch die Strukturfunktion in Form von topologischen
Anderungen der Bifurkationsdiagramme dargestellt und analysiert. Durch Berechnung der
linearen Stabilitdt konnte dann die stabilisierende Wirkung der Vorstrukturierung quanti-
fiziert und in Stabilitdtsdiagrammen geméfs Abb. zusammengefasst und schlussendlich
durch Zeitsimulationen verifiziert werden. In diesem Zuge unterteilt die Stabilitétsgrenze
den durch Strukturamplitude und mittlere Filmhohe aufgespannten Parameterraum in
Bereiche linear stabiler und instabiler Systeme. Sowohl im Fall der quasi-eindimensionalen
Streifenlosungen, als auch der Tropfenlosungen ist dabei fiir Vorstrukturierungen mit
mehr als 80 % Benetzungskontrast eine signifikante Vergrokerung des stabilen Bereichs zu
groferen Filmhohen erkennbar. Unterhalb dieses Schwellwerts entsprechen die korrespon-
dierenden stabilen Hohenprofile modulierten Filmen mit geringer Hohe und unterscheiden
sich damit von den iibrigen Losungen mit ausgeprigter Kontaktlinie. In [80] werden diese
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Unterschiede herausgestellt und dariiber hinaus in Bezug auf die destabilisierenden Moden

untersucht.

Die zweite Halfte des Ergebnisteils dieser Arbeit ist auf Ebene der analysierten Dynami-
ken und der angewandten Methoden der Auswertungen grundsétzlich von den vorherigen
Kapiteln zu unterscheiden. Eine Neigung der Substratoberfliche fithrt in den dort betrach-
teten Systemen zu lateralen Komponenten der Gravitationskraft, die durch Triebkraftterme
in die Modellgleichung implementiert werden. Diese induzieren eine Translationsbewegung
der betrachteten Strukturen in Richtung der Kraft und fiir geeignete Parameter eine
Pearling-Instabilitét, d.h. ein Aufbrechen, der rutschenden Tropfen. In Kap. [f] wurden
die verschiedenen Regime der Tropfendynamik auf einem homogen benetzbaren Substrat
in Abhéngigkeit zum Neigungswinkel charakterisiert sowie analysiert und in Abb.
bzw. zusammengefasst. Fiir verhéltnisméfig kleine Winkel konnte in diesem Zuge die
interne Dynamik in Form von Geschwindigkeitsfeldern und lokaler viskoser Dissipation
herangezogen werden, um den linearen Zusammenhang zwischen Rutschgeschwindigkeit
und Neigung iiber einen fundamentalen Reibungsansatz zu erkléren (s. Kap. [5.2.2)). Das
Perlen der Tropfen fiir grofiere Winkel wurde dariiber hinaus eindeutig mit einer Sattel-
Knoten-Bifurkation und einem aus einer globalen homoklinen Bifurkation abzweigenden
Ast in Verbindung gebracht. Die Position des Schwellwerts dieser Instabilitdt im durch
Volumen und Neigung aufgespannten Parameterraum konnte analog zu vergleichbaren
experimentellen Ergebnissen [136] durch ein Potenzgesetz erklirt werden (s. Abb. [5.16).
Das maximale stabile Tropfenvolumen bei fixiertem Neigungswinkel wurde schlussend-
lich durch statistische Zyklen aus Perlen und Koaleszenz in Ensembles aus rutschenden
Tropfen auf grofen Langenskalen mit den korrespondierenden Verteilungen in Kap. [5.3]
bzw. Abb. verkniipft. Neben den erwéhnten zentralen Ergebnissen wurden mit der
Breathing-Instabilitdt und stabilen elongierten Tropfen weitere zum Teil multistabile

Losungstypen identifiziert und analysiert (s. Kap. u. |5.2.5)).

Eine Erweiterung des Systems durch eine heterogene Benetzbarkeit des Substrats in
Kap. [6] fiihrt wiederum zu einer deutlich verschiedenartigen Dynamik der Tropfen. Bei der
Analyse einzelner Tropfen konnten auch hier ein Regime kleiner Neigungswinkel, in dem
die Tropfen an einem einzelnen hydrophilen Bereich haften, und ein Schwellwert gefunden
werden, oberhalb dessen eine Ablosung der Tropfen beobachtet wird (s. Abb. [6.4). Auch
die im Rahmen dieser Arbeit als Depinning-Instabilitit bezeichnete Dynamik ist durch eine
globale homokline Bifurkation charakterisiert und kann ebenfalls durch ein Potenzgesetz
im durch Volumen und Neigung aufgespannten Parameterraum beschrieben werden (s.
Abb. . Dabei ist der Exponent des funktionalen Zusammenhangs unabhéngig von der
Strukturamplitude der Vorstrukturierung (vgl. Abb. . Ein Vergleich mit den experi-
mentellen Ergebnissen verdeutlicht, dass der Ubergang und das Enthaften des Tropfens
im Experiment nicht klar definierbar ist, sodass sich fiir die verschiedenen Definitionen
des Enthaftens verschiedene Potenzgesetze ergeben, die zum Teil den hier gefundenen
Ergebnissen entsprechen |19, 93] [148]. Nicht triviale linear stabile Tropfen oder multistabile
Parameterbereiche konnten fiir diese Systeme im Ubrigen nicht gefunden werden. Um eine
zum homogenen Fall analoge Analyse von Tropfenensembles durchzufiihren, wurde das
System schlussendlich durch eine endliche Kondensationsrate im Rahmen eines einseitigen
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ABBILDUNG 7.2: Zusammenfassendes Phasendiagramm haftender, rutschender und perlender Tropfen im Para-
meterraum aufgespannt durch Tropfenvolumen und Neigungswinkel. Die hier ermittelten Potenzgesetze unterteilen
die Ebene in drei Phasen: Die Phase haftender Tropfen im Regime kleiner Winkel oder Volumina, ist dabei durch
das Potenzgesetz der Depinning-Instabilitat (blaw) begrenzt. Fir grifiere Neigungen oder Volumina ergibt sich eine
Phase stabil rutschender Tropfen, die wiederum durch die Pearling-Instabilitdt (rot) begrenzt ist. Vergréfert man
die Triebkrdfte weiter, werden folglich perlende Tropfen beobachtet.

Kondensationsmodells erweitert. Die resultierenden Volumenverteilungen zeigen auch hier
einen Zusammenhang zwischen dem kritischen Wert der Depinning-Instabilitdt und der
Verteilung im Bereich kleiner Volumina. Obgleich die enthafteten rutschenden Tropfen
in diesem Fall durch die unterliegende Vorstrukturierung deformiert werden, kann auch
hier ein signifikanter Zusammenhang zwischen dem Schwellwert der Pearling-Instabilitét
und der statistischen Verteilung festgestellt werden. Die ermittelten Potenzgesetze sind
demnach fiir allgemeine Substrate giiltig und entsprechen Phasengrenzen in dem durch
den Neigungswinkel und das Tropfenvolumen aufgespannten Parameterraum (s. Abb. .
Folglich ergeben sich abhéngig von den betreffenden Parametern drei Phasen korrespondie-
rend zu haftenden, stabil rutschenden und perlenden Tropfen. Dabei sind die Uberginge
deutlich zu unterscheiden: Fixiert man bspw. das Tropfenvolumen auf den Wert 10° und
beginnt das Substrat zu neigen, wird der Tropfen bei einem Neigungswinkel von « =~ 0,1
enthaften und bei «a ~ 1,0 in einer Pearling-Instabilitéit aufbrechen — auch die Zeitskalen
der Instabilitdten sind dabei um etwa einen Faktor 10 verschieden (vgl. Abb. u. [6.7).
Insgesamt konnte im Rahmen der vorliegenden Arbeit eine effiziente Kombination aus
numerischer Kontinuierung und Zeitsimulation angewandt werden, um partiell benetzende
Fliissigkeiten auf horizontalen und geneigten Substraten mit homogener und heteroge-
ner Benetzbarkeit zu untersuchen. Diese Kombination erméglicht dabei eine moglichst
vollstéandige Beschreibung der statischen und dynamischen Zustéinde in Abhéngigkeit
der Kontrollparameter fiir verschiedene raumliche und zeitliche Skalen. Der qualitative
und quantitative Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen unterstreicht dabei die
Effektivitdt der Diinnfilm-Néherung und motivierte weitere Analysen realer Systeme.



Anhang

A Rechnungen

A.1 Lineare Stabilitdtsanalyse

Der Ansatz im mitbewegten Bezugssystem ist definiert als:

h(rt) := hy + cexp [B(/;)t +ik - (7 — (U,O)Tt)] + c.c.

-~

= chy(7)t)

Die Diinnfilm-Gleichung fiir homogene Substrate mit Neigung ist gegeben durch:
he ==V - {QV | Ah+ TR + Q)Gole0)" |
— —Q(h) [A% L, (h) Ah + Hhh<h)(€h)2]
— Qu(W)Vh - [6 Ah+ Hh(h)ﬁh] — Qu(W)Vh - Gola,0)T .
Des Weiteren gilt fiir allgemeine Funktionen f(h):
f(h) = f(ho) + el (7t) fu(ho) + O(e?) .
Einsetzen von in mit der Entwicklung liefert:
e(B(k) — iUR)hy (7t) = — Q(ho) [sE4h1(F,t) - gEQHh(hO)m(f,t)}
— £iQn(ho)kGoarhi (Ft) + O(e?)
= B() — UK = = Qo) [F* — Tu(ho) | — 1Qu(ho)iGo(e,0)T + O(e).
Mit der Forderung (k) € R ergibt sich:
BE) = ~QUh)R* | — (ko) | + O(e?)

und U = Qp(ho)Goa + O(£%).

(A.2)

(A.3)

(A.4)
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A.2 Schwach nichtlineare Stabilitdtsanalyse

Ansatz als Uberlagerung superharmonischer Moden in einer Raumdimension:

3

h(z) = ho + %k + Z e" A, exp [inkx] + c.c., (A7)
n=1 = E;;Ln(zb)
3
sodass Ay, = —k* Z n?e" A, exp [inkz] + c.c. (A.8)
n=1 = nQ;ghn(x)

Dabei ist hg an der Bifurkation gerade so definiert, dass k? = II;,(hy) .
Die stationére aufintegrierte Diinnfilm-Gleichung ist gegeben durch:

0=hye +I(h) +p, mit p=py+e’us. (A.9)
Einsetzen von (A.7) in (A.9) liefert:

0 = TI(ho) + po + & |y (ho)hi(x) — k*hy ()

+ €2 %Hhh(ho)hl(a:f + y(ho) [ha(z) + &] + po — 4k2h2(q:)} (A.10)
+ & %Hhhh(ho)M@)?’ + Myn(ho)ha () [ha(2) + &] + Ty (ho)hs(z) — 9k2h3($>} = f(z).

Die Projektionen auf die Moden exp [inkx] geméf fo%/ y (x) exp [—inkxz] dx ergeben

in den verschiedenen Ordnungen von ¢ :

n=0: 0 = II(ho) + o = o = —1I(ho) (A.11a)

p2 = — [Mn (o) AT + KT, (ho)] (A.11b)
n=1:  0=2kIl(ho)A: + [Hhhh(ho)Ai + 2Hhh(ho)Ag] A (A.12)
n=2:  0=—6,(ho)As + I (ho)A? &  Ay= é%h:&(’)) A2 (A13)
n=3: 0 = —16I1;(ho) As + %Hhhh(ho)A? + 20T (ho) A1 Ay (A.14)

Einsetzen von (A.13)) in (A.12) liefert:

110, (ho)?
O = 2I€Hhh(h0)A1 + Hhhh(h()) -+ —M

3 0y (o) A3 (A.15)
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Erweiterung des Ansatzes in Gl. (A.7)) als Uberlagerung superharmonischer Moden auf
zwei Raumdimensionen und durch Mischterme hy,(7) , sodass

() =ho + %k + Y €"h(F) + £2hu (), (A.16)

n=1

2
mit  h,(7) = Z A, exp [mla . F} +c.c.,

i=1
hw(7) = exp [iEl . 77] |:BQ exp [iEg . F] + Cyexp [—iEZ . 77” + c.c.
sowie Ky = k(1,007 und &y = k(0,1)7.

Dabei wird gefordert, dass die Moden beider Wellenvektoren die gleichen Amplituden
aufweisen. Die Funktion f(7) ist dann analog zu Gl. (A.10) gegeben durch

F(7) = TU(ho) + po + | n(ho) hn (7) — k*ha (7) (A.17)
+ &2 -%Hhh(ho)hl(mz + I (ho) [ha(7) + hun(F) + K] + 12 — 2% [2ha(7) + hm(ﬁ]}
+é° -énhhh(hO)hl(F)g + T (o) () [Pa(7) + han () + 5] + T (o) ha () — nghS(F)] '

Die Projektionen auf die in Gl (A.17) auftretenden Moden bspw. geméfs

0277/ g 0271-/ " () exp [ - ink, - 7ldzdy inkl. der Mischterme liefern in den verschiedenen

Ordnungen von ¢ zum eindimensionalen Fall analoge Ergebnisse:

pa = — [T (ho) AT + k1T (Ro)] (A.18D)
0= QKHhh(ho)Al + [BHhhh(ho)A% + QHhh(ho) [Ag + BQ + OQ]]Al <A19)
0= —6I0)(ho)As + Iy (ho) A2 & Ay = lnhh(hO)Af (A.20a)
6 111, (ho)
IT
0= —II,(ho) By + Ipn(ho)A? & By = hh(hO)A% (A.20b)
1, (ho)
My (h
O - —Hh(ho)CQ + Hhh(hO)A% 54 CQ - hh( 0) A% (AQOC)
114 (ho)

1
0 = — 1611, (ho) Az + gﬂhhh(ho)A‘Z’ + 20T (ho) A1 Ag (A.21)
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Einsetzen von (A.20a))-(A.20c) in (A.19)) liefert:

13 My (Ro )

0 = 2kHpp(ho) A1 + |3 ann(ho) + 3 I (ho)

A3 (A.22)
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B Minsteranian PDE2PATH Tutorial

Die folgende Anleitung (engl.: tutorial) ist als inhaltlich sowie formal eigenstdndiges
Dokument zu betrachten. Mathematische Konventionen und Schreibweisen sind aus diesem
Grund nur im weitesten Sinne an die Dissertation angepasst. Dennoch soll der Druck des
Miinsteranian PDE2PATH Tutorial im Anhang dieser Arbeit zur Kliarung etwaiger
technischer Sachverhalte — insbesondere bezogen auf die numerische Kontinuierung — dienen.
Die zur selbstédndigen Durchfithrung der Simulationen notwendigen Beispiel-Codes sind im
Internet unter http://www.engelnkemper.de/p2pMS.zip abrufbar.

B.1 Installation / Getting Started

The installation of PDE2PATH is simple: After unpacking the archive p2pMS.zip, one only
needs to make the functions provided by PDE2PATH available to MATLAB. To do so, the
startup function has to be called for every new MATLAB kernel started on your system.
To automate this process, the startup function and all files of the p2pMS.zip archive have
to be moved to the MATLAB userpath which can be displayed by simply typing userpath
in a running MATLAB command prompt. Users already using a custom MATLAB startup
function can easily adopt the contents of the startup function provided.

Alternatively, one may reset the userpath to a custom PATH by calling the command
userpath (PATH), e.g, userpath(’ /home/fritz/p2p2/’). Of course, the userpath varia-
ble has to be set only once. Once the libraries and the startup function are placed in
the userpath, a simple test shows if MATLAB is able to find the required PDE2PATH
libraries, i.e., functions: In a fresh MATLAB command prompt, the command which cont
reveals if MATLAB can find the cont function of PDE2PATH. If everything is fine, the
output should be /home/fritz/p2p2/libs/p2p/cont.m.

In short, a minimal PDE2PATH program consists of three files: A *_sG.m function to define
the right hand side of the corresponding PDE, a *_init.m function, to initiate a problem

in a MATLAB structure before the actual continuation is started and a startcont_*.m

script to define parameters, call the *_init.m function to create a problem structure and
start the continuation.

All the tutorials provided contain the above mentioned minimal set of files and along
with additional optional functions. The following list gives a short overview and a guideline
for beginners to get into the details and to apply changes:

(i) The x_startscripts.m are “plans” which give a brief introduction to the problem
and provide the general analysis of the problem, i.e., the ordering of the different

continuation runs and how they are connected to each other.

(i.e., Continue a homogeneous branch and detect primary bifurcations — Continue

the branching solutions and detect secondary bifurcations — etc. ...)

(ii) In the startcont_x.m scripts the above-mentioned individual continuation runs
are initiated and started. Here, the user can apply some first changes to starting
parameters or decide to switch to different branches.


http://www.engelnkemper.de/p2pMS.zip
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(iii)

(vii)

The main idea of the *_init.m function called in the startcont_*.m scripts is to
initiate a problem structure p which contains all information of the problem and
the actual continuation run, i.e., physical and numerical parameters, the solution
array and the branch. Also the mesh, i.e., information about the FEM elements
and pre assembled operators (see oosetfemops.m) are stored in p. In the *_init.m
function also an appropriate initial guess for the solution is defined. The tutorials
provide adequate initial guesses for all problems. The *_init.m function is only
slightly problem-dependent so only a few changes — mainly the initial guess and the
parameter naming — have to be made if one would like to set up a new problem.
In contrast to the startcont_x.m scripts modifying the *_init.m function is not

recommended to beginners.

In the *_bra.m function arbitrary measures are defined to be calculated and stored
during continuation. Of course, this is also an optional function which can be switched
off if the L2-Norm calculated by default is a sufficient measure. Here, slight changes
can be applied by adding user defined solution measures following the general structure
of the *_bra.m function.

The *_sG.m and *_sGjac.m functions are the problem-dependent core elements.
Here, FEM operators are used to calculated the gradients and laplacians of the fields
which are then composed to build up the right hand side (*_sG.m) and the jacobian
(*_sGjac.m) of the PDE. Please note, that defining an analytical jacobian is optional,
but highly recommended. Advanced users which are already familiar with adjudting
the *_bra.m function and startcont_x*.m script can modify the right hand side, e.g.,

by changing the nonlinearity in the ACCH tutorial.

Any auxiliary conditions, i.e., volume conservation or phase conditions, are imple-
mented by *_qf.m. Here, also a jacobian of the conditions can by implemented
via *_qjac.m which is again optional, but recommended. Applying changes is not
recommended here, as these functions are coupled to the general behavior of the

actual problem.

By calling the oosetfemops.m function — which is done automatically by the
*_init.m function — the FEM operators are assembled and stored in the problem
structure p. This function only depends on the general structure of the PDE. In
the package a global version of oosetfemops.m is provided which is appropriate for
semi-linear 2nd order PDEs. For quasi-linear and/or 4th order problems, a local
version must be defined. However, the tutorials CSH, DSL and DRM provide suitable

oosetfemops.m functions for these cases.
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All scripts and functions offer extended comment sections to make the codes easily
understandable following the overview given above. However, the following sections are
meant to give an introduction to the tutorial problems and also a rough guideline through
the continuation runs. Please note, that sec. B.2] offers the most detailed description of the
PDE2PATH codes so working through the first tutorial is highly recommended. The other
examples are roughly sorted by increasing complexity so going through all tutorials step by
step is also highly recommended to beginners. Advanced users may skip to the problem of
choice which can be figured out by the key features given at the beginning of each section.
All tutorial codes come in different versions *_1D, *_2D or *_3D for a different number
of spatial dimensions. Functions and scripts without 1/2/3D in their names are therefore
equivalent for all dimensions while the others are dimension specific. To get started, it is
recommended to begin with the 1D programs for simplicity and performance.
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B.2 ACCH - Allen-Cahn / Cahn-Hilliard Equation

Features: fold continuation, volume conservation (integral constraint)

Model

This tutorial illustrates the continuation of the steady solutions of the Cahn-Hilliard
equation (B.23)) for conserved dynamics and the Allen-Cahn equation (B.24) for non-
conserved dynamics [32, [33]. Please note, that for simplicity here the mobilities are set to
1.

de= —L?AN[kL? Ac+c— 7] (B.23)
Oc=kKkL > Ac+c—c+p (B.24)

In a physical sense, these equations describe the evolution of a field ¢(7,t) which may
represent a concentration, a density or a magnetization. The parameter p may represent
an external field, a chemical potential or a Lagrange multiplier. Here, the field ¢(7t) and
the parameter p are called a concentration field and a chemical potential, respectively.
Since steady states, i.e., solutions where 0;c =0, are equivalent for both equations, we
will focus on (B.24]) in the numerical implementation. For simplicity, we fix =1 for

all runs.

Continuation

In general, there are two ways to run the continuations: First, one can run the scripts
in the standard interactive MATLAB window. This method is rather slow as solutions
and bifurcation diagrams are plotted in real time, but is recommended for some initial
tests. The second method is to start a MATLAB command line prompt besides the
interactive window by executing matlab -nosplash -nodesktop -noFigureWindows in
the shell command line of your operating system. Then, the command line prompt is used
to run the continuations and in parallel the interactive window is used to plot solutions
during or besides the actual continuation using the sol_plot and bra_plot functions.
For details on plotting, see the ACCH_1D_plot_x* scripts and the comments given in the
sol_plot/bra_plot function.

For simplicity and performance it is for all tutorials recommended to begin with
the 1D version. Procedures are completely equivalent in 2D. Please note, that in this
case the domain aspect ratio in 2D is set to 1 : 1. To get started, first one opens the
ACCH_1D_startscripts. In this main script, the first block of comments provides a general
overview of the considered PDE, the variables and some numerical details, e.g., the used
boundary conditions along with possible remarks. Here, the boundary conditions are
Neumann BC which are the default BC of PDE2PATH.

Going further through the main script, there are various calls to startcont_* scripts
which start the actual continuation runs.
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The name structure startcont_DIMENSION_freePARAMETERs_fixedPARAMETERs_TYPE
of these scripts is universal for all tutorials. Of course, this structure is a custom choice of the
author and can be easily customized or simplified. A call to startcont_1D_L_mu_c000_hom
therefore starts a continuation run with DIMENSION: 1D, freePARAMETERs: L.u,
fixedPARAMETERs: ¢ =0 and (branch/solution) TYPE: homogeneous. The first free
parameter is always the primary continuation parameter possibly followed by secondary
free continuation parameters. Following the parameter counting scheme [174]

NCONT = NBC + NINT — NDIM + 1, (B.25)

with a given number of boundary conditions NBC = 1, number of dimensions
NDIM = 1, number of continuation parameters NCONT = 2, we employ one
integral constraint NINT =1 given by the conservation of mean concentration.

For the ACCH tutorials the first continuation runs start with a homogeneous solution
of different fixed average concentrations cy. The domain size L is increased during conti-
nuation while the chemical potential yu is set free and therefore adopted automatically. On
the homogeneous branches various primary sub- and supercritical pitchfork bifurcations
are detected. Starting at these bifurcations the branching solutions are continued by
the primary bifurcation continuations, i.e., startcont__pribif. Additionally, the call
startfcont_1D_Lconts starts a fold continuation following the locus of the fold of the
above mentioned branches that emerge subcritically from the primary pitchfork bifurcations
by setting free cg, i.e., continuation parameters are then given by L, y and cg.

The last part of the main script consists of continuation runs in the mean concentration
¢o and free chemical potential p while fixing L to different multiples of the critical domain
size, i.e., of the wave length L. = 27. Again, homogeneous solution branches are
followed, primary bifurcations are detected and then subsequently the branching solutions
are continued. Also, a fold continuation is called to follow the fold by additionally setting
free the domain size L.

To get an overview of the continuation runs one can run the startcont_x*_hom and
startcont_*_pribif continuations and create plots of the branches and solutions by
running the different sections in the ACCH_1D_plot_* scripts or review the plots provided
in the plots_src folder. Please note, that the fold continuation will take some time to

compute so it is recommended to execute it at the end.

Continuation runs & relevant functions

The actual continuation runs are started by calling the startcont_x scripts. For the
homogeneous branches these scripts generally consist of two parts: In the first part,
the problem is initiated, i.e., geometrical and other numerical parameters along with
the initial conditions and physical parameters are set. Also the problem directory is
defined in which all information is stored as MATLAB problem structures. The name
structure DIMENSION_fixedPARAMETERs_freePARAMETERs_TYPE is analogue to the script
name structure mentioned above. Finally, the function ACCH_init is called to initiate the
problem, i.e., the FEM mesh and the initial solution are created, the FEM operators are
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par || 1 |2 |3 |4
KK C

TABLE B.1: Parameter array p.u(p.nu+l:end) of ACCH

assembled, and an initial Newton procedure is performed to converge to a numerically
exact solution. All information is stored in the problem structure p which is saved to the
continuation directory during continuation. Generally the parameters which can be used
as continuation parameters are appended to the array of fields p.u in a fixed order which
is defined in ACCH_init as shown in tab. [B.1]

In the second part, all relevant continuation parameters are set, i.e., primary and
secondary continuation parameter, step size limitation, tolerance and bounds for the
primary continuation parameter. Finally, the continuation is started by p = cont(p)
(regular continuation) or p = pmcont (p) (parallel multi step continuation).

For the branching solutions (startcont_*_pribif) and the fold continuations
(startfcont_x) the runs are initiated by the swibra function and the spcontini function,
respectively. Again, the comments in the startcont_* scripts provide detailed information
on how the most relevant parameters and switches are used to modify the continuation
runs.

On this level, the user can start to modify system parameters, as the domain size
and discretization or initial solutions and parameters and also try to switch to different
branches. The next level function which can be reviewed and customized is the ACCH_bra
function. This function is called after every continuation step to calculate the user defined
measures — besides the L2 norm which is calculated by default. Here, in the first part of
the function, the parameters and fields are read out of the problem structure p. Then, the
mean deviation ||dc|| and the relative free energy F as defined in equations and
are determined. Again, details are provided in the comments of ACCH_bra.

1

l|0c|| :== —/ lc — co| A7 (B.26)
Q Jo
1 K. _o({=\2 1 1 R 1 1

Flc] := 5/9 [EL 2 <Vc> - 502 + 104} dr — (—503 + Zcé) (B.27)

: 1 ,
Average concentration : ¢y = a / cdr (B.28)
Q

The actual equation, i.e., the right hand side of the stationary problem and its
(optional) jacobian are defined by the functions ACCH_sG and ACCH_sGjac. Here, again
the fields and parameters are read in and used to write the right hand side by the use of
FEM operators. These operators are assembled and stored to the problem structure by
calling the oosetfemops function which is done by the ACCH_init call. The oosetfemops
function is problem-dependent and therefore stored in every tutorial directory. Also, there
is a globally provided version to cover semi-linear 2nd order PDEs. However, for other
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PDEs of the same class, e.g., 4th order PDEs as given by CSH, this function can be left
unchanged and copied to the new problem directory. Details on the usage of the FEM
operators are given by the comments in the ACCH_sG, ACCH_sGjac and oosetfemops files.
An additional function ACCH_spjac defines a “2nd order” jacobian, i.e., the 2nd derivative
of the right hand side acting on the eigenfunction, which is used for fold continuation. For
details, see [48, [193].

The integral constraint, i.e., volume conservation, and its jacobian are defined in
the ACCH_qf and ACCH_qjac, respectively. Here, arbitrary measures q that may be kept
zero during continuation can be defined. In the case of a volume conservation, or mass

conservation the definition reads

1 !
— — !
¢:=79q / c(r)dr—cy = 0. (B.29)
Q
‘ [Primary] and secondary ‘ fixed param. ‘ type of solution/branch ‘
cont. param.

*1D_L_mu_c000_hom L], n co = 0.00 trivial homogeneous solution
*1D_L_mu_c046_hom L], u co = 0.46 trivial homogeneous solution
*1D_L_mu_c050_hom L], p co = 0.50 trivial homogeneous solution
*1D_L_mu_c055_hom L], p co = 0.55 trivial homogeneous solution
*1D_L_mu_c057 _hom L], p co = 0.57 trivial homogeneous solution
*1D_L_mu_c000_pribif L], p co = 0.00 demixing front emerging supercritical
*1D_L_mu_c046_pribif L], p co = 0.46 demixing front emerging subcritical
*1D_L_mu_c050_pribif L], u co = 0.50 demixing front emerging subcritical
*1D_L_mu_cO055_pribif L], n co = 0.55 demixing front emerging subcritical
*1D_L_mu_c057 _pribif L], p co = 0.57 demixing front emerging subcritical
*1D_Lconts [[ 1L, &, co [ - [ fold continuation |
*1D_cO_mu_1xLC_hom col, 1 L =1L, homogeneous solution
*1D_cO_mu_2xLC_hom col, 1 L =2L, homogeneous solution
*1D_cO_mu_4xLC_hom col, 1 L =4L. homogeneous solution
*1D_cO_mu_16xLC_hom col, L =16L. homogeneous solution
*1D_cO_mu_1xLC_pribif col, L =1L, demixing front emerging subcritical
*1D_cO_mu_2xLC_pribif col, 1 L =2L. demixing front emerging subcritical
*1D_cO_mu_4xLC_pribif col, L =4L. demixing front emerging subcritical
*1D_cO_mu_16xLC_pribif col, p L =16L. demixing front emerging subcritical
*1D_cOconts H [L], p, co [ - [ fold continuation ]
*2D_L_mu_c000_hom L], n co = 0.00 trivial homogeneous solution
*2D_L_mu_c000_hom L], n co = 0.30 trivial homogeneous solution
*2D_L_mu_c000_hom L], u co = 0.40 trivial homogeneous solution
*2D_L_mu_c000_hom L], p co = 0.50 trivial homogeneous solution
*2D_L_mu_c000_hom L], p co = 0.55 trivial homogeneous solution
*2D_L_mu_c000_hom L], p co = 0.57 trivial homogeneous solution
*2D_L_mu_c000_pribif L], p co = 0.00 demixing front emerging supercritical
*2D_L_mu_c046_pribif L], p co = 0.30 demixing front emerging subcritical
*2D_L_mu_c046_pribif L], n co = 0.40 demixing front emerging subcritical
*2D_L_mu_c046_pribif L], u co = 0.50 demixing front emerging subcritical
*2D_L_mu_c046_pribif L], p co = 0.55 demixing front emerging subcritical
*2D_L_mu_c046_pribif L], p co = 0.57 demixing front emerging subcritical
*2D_Lconts [ 1Z], &, co [ - [ fold continuation |
*2D_cO_mu_1xLC_hom col, 1 L =1L, homogeneous solution
*2D_cO_mu_2xLC_hom col, 1 L =2L, homogeneous solution
*2D_cO_mu_4xLC_hom col, L =4L. homogeneous solution
*2D_cO_mu_16xLC_hom col, 1 L =16L. homogeneous solution
*2D_cO_mu_1xLC_pribif col, 1 L =1L, demixing front emerging subcritical
*2D_cO_mu_2xLC_pribif col, L =2L. demixing front emerging subcritical
*2D_cO_mu_4xLC_pribif col, | L =4L. demixing front emerging subcritical
*2D_cO_mu_16xLC_pribif col, 1 L =16L. demixing front emerging subcritical
*2D_cOconts [[ L], &, co [ - [ fold continuation |

TABLE B.2: Summary of continuation runs for ACCH in 1D and 2D
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B.3 ACCHAH — ACCH with Advection & Heterogeneity

Features: periodic BC, advection, spatial heterogeneity, hopf detection, time-periodic

branch continuation

Model

Here, the model discussed and analyzed in sec. given by eq. (B.24) is extended by a
spatial heterogeneity implemented as a prefactor to the linear term in c. For simplicity, we

also restrict ourselves to the case of one spatial dimension to end up in the PDE

Oic = kL2 Ac—a(l+ gg(x))e — ¢ + oL dpe + (B.30)
with heterogeneity: g¢(z) = — tanh((z + D/2)/l) + tanh((z — D/2)/1). (B.31)
~D/?
1.0
3 0.5 1 -
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F1cUurE B.3: Heterogeneity g(x) for ACCHAH

Simply said, the function g(x) is such that in contrast to sec. the area, where pattern
formation is possible, is restricted to a patch of length D centered at x = 0. The
parameter [ determines the smoothness of the transitional area (see fig. . Also, an
advection term vL~'d,c is added to the right hand side, describing an advection with
velocity v.

In physical terms, this model may describe a magnetizable medium which is dragged
through a region, cooled below the Curie temperature where spontaneous magnetization

may occur. The main parameters are the dragging velocity v and undercooling a.

Continuation

As described in sec. [B.2] all continuation runs are called by the ACCHAH_1D_startscripts
script. The main continuation parameter is v, the domain size is fixed to L = 60 and the
chemical potential is fixed to © =0 for all runs. By setting o0 =1, the continuations
are performed for different values of the undercooling a. Again, the trivial primary branch
is given by a homogeneous solution ¢ = 0 for all values of a. For cases a < 1.2,
the number of detected pitchfork bifurcations increases by increasing a. For a = 1.2,
also a Hopf bifurcation is detected on the trivial branch. The branching time-periodic
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par || 1 |2 | 3|4

TABLE B.3: Parameter array p.u(p.nut+l:end) of ACCHAH

solution is then continued by calling startpercont_1D_v_L60_a1200. Please note that
the discretization in time is set very fine here, so continuation of the time-periodic branch is
slow. For testing purposes it is recommended to reduce the discretization. By continuation
of the trivial branch at a = 1.3 one first notes that the number of pitchfork bifurcations
decreased again, as two of the bifurcations at large v annihilated each other. The additional
continuation run startcont_1D_v_L60_a1300_b45 reveals the “missing” solution branch
by taking the respective solution for a=1.2 at v =0, then changing a to 1.3 and
again continue in v.

The overall numerical setup is very similar to ACCH. Major differences are periodic
boundary conditions (see corresponding section in ACCHAH_init), the advection term
(for implementation, see ACCHAH_sG/ACCHAH_sGjac) and the spatial heterogeneity. The
latter is implemented via a heterogeneity function ACCHAH_het which is called to define
g(x) to use it during the right hand side assembly. Also the parameter array appended
to the solution array is ordered in a different way as shown in tab. [B.3] The detection
of Hopf bifurcations and continuation of the emerging time-periodic branches is done
analogously to the detection and continuation of steady state branches (for details, compare

startcont_1D_*_pribif and startpercont_1D_x).

[Primary| and secondary

’ ‘ cont. param. ‘ fixed param. ‘ type of solution/branch
*1D_v_L60_a0015_hom v], — L =60, a =0.015 trivial homogeneous solution
*1D_v_L60_a0100_hom v], — L =60, a = 0.100 trivial homogeneous solution
*1D_v_L60_a0250_hom v, — L =60, a = 0.250 trivial homogeneous solution
*1D_v_L60_a0500_hom v], — L =60, a = 0.500 trivial homogeneous solution
*1D_v_L60_a0015_pribif v], — L =60, a =0.015 demixing fronts with various wave numbers
*1D_v_L60_a0015_pribif v], — L =60, a =0.100 demixing fronts with various wave numbers
*1D_v_L60_a0015_pribif v], L =60, a = 0.250 demixing fronts with various wave numbers
*1D_v_L60_a0015_pribif v], — L = 60, a = 0.500 demixing fronts with various wave numbers
*1D_v_L60_a1200_hom v], — L =60, a = 1.200 trivial homogeneous solution
*1D_v_L60_a1200_pribif v], — L =60, a = 1.200 demixing fronts with various wave numbers
*1D_v_L60_a1200 v], — L =60, a = 1.200 time-periodic solution
*1D_v_L60_a1300_hom v], — L =60, a = 1.300 trivial homogeneous solution
*1D_v_L60_al1300_pribif v], — L =60, a = 1.300 demixing fronts with various wave numbers
*1D_v_L60_a1300_b45 v], L =60, a = 1.300 demixing fronts disconnected from trivial branch
*1D_v_L60_a1300 v], — L =60, a = 1.300 time-periodic solution

TABLE B.4: Summary of continuation runs for ACCHAH in 1D
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B.4 CSH — Conserved Swift-Hohenberg Equation

Features: periodic BC, 4th order PDE, 2D phase condition

Model

In this section, we implement and continue the conserved Swift-Hohenberg equation given
by eq. (B.32)) [I78], which can after setting ;1) =0 be integrated twice analogously to

sec. [B.2|to end up in eq. (B.33).
Bep = A[[1+A}2¢+r¢—5¢2+¢3 (B.32)
= 0= [1+ A%+ — 00> +4° — p
= AW+ 20+ (14+7) — 52 +4° —p (B.33)

Again, the integration constant p is called chemical potential here. The field 1) may then
represent a probability density as in the sense of a phase field crystal model [55]. In
contrast to the examples described in the above sections, in this case a 4th order PDE is
implemented. For the given FEM, we are only able to assemble operators to represent 1st
(6) and 2nd (A) order derivatives. Therefore the Laplacian operator has to be applied
twice, which is done in a rather simple, but not ad-hoc way. Details of the 4th order PDE
implementation are given in the comments of the oosetfemops and CSH_sG/CSH_sGjac
functions. Please note, that for this way of implementation, periodic boundary conditions
are necessary. Alternatively, to make use of Neumann or Dirichlet boundary conditions,

one has to split the equation in two 2nd order equations as done in DSL and DRM.

Continuation

Following the CSH_1D_startscripts script, continuation runs are divided in two parts:
First, the quadratic term in 1 is switched off by setting 6 = 0 whilst u is used as
primary continuation parameter. Second and independent of the first part, the quadratic
term is switch on by setting ¢ = 2 and the chemical potential is fixed to p© = 0,
resulting in an extended Swift-Hohenberg equation [31) 106]. The primary continuation
parameter will then be r. The parameter numbering is shown in tab. Going through
the runs of the conserved case, one starts with continuing in p for a fixed domain size
of L= L.=2r and a homogeneous solution. On the homogeneous solution branch, a
bifurcation to the spatial periodic branch occurs and is continued. These steps are repeated
for domains sizes of L =4L., L =8L. and L =32L., which obviously leads to

identical branches. However, the secondary bifurcations detected on the periodic branches

par || 1 |2 3|45 |6
|6 | €x | gy

TABLE B.5: Parameter array p.u(p.nu+l:end) of CSH
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are different, leading to period doubled states for L = 4L, and localized states for
L=8L. and L =32L..

In the second part, the continuation run in r with non-zero § reveals a trivial homoge-
neous branch, i.e., (z) =0. Bifurcations on this branch further lead to a non-trivial
homogeneous branch with ¢(x) # 0 and a spatially periodic branch connecting the
two homogeneous branches. Setting L = 8L., there are also bifurcations of localized
states on the periodic branch detected and continued analogously to the conserved case.

Procedures are equivalent in the 2D case. Here, to get hexagonal patterns for the

periodic and localized solutions, the domain aspect ratio is set to 1 : (2/v/3).

Measures determined during continuation are the average density vy, the absolute
deviation ||d%)||, the relative free energy F and the grand potential G defined in eq. (B.34)-
(IB.37)):

Yo = é/ﬁd)dﬁ (B.34)

6611 = 5 | 1= vl . (B.35)
Flvl = é/ﬂ E(AW — (Vo) + %(1 +r)u? - §w3 + }lw dF

- (v - gu+ 3ut) (B.36)

and G| = FIh] — jubo. (B.37)

In the 2D case, continuation runs are analogue to 1D. Here, the analysis is restricted to the
homogeneous, periodic and localized states for both, conserved and non-conserved cases.
Since hexagonal spatially periodic branches are hard to detect in terms of bifurcations, these
branches are continued by defining appropriate test solutions (For details, see CSH_init
function). For the rather large domain of 16L., also the localized states are induced by
appropriate test solutions. As boundary conditions are periodic in z and y, the system is
translationally invariant in both directions and phase conditions are implemented:

¢ = / Yidathi 1 dF = 0 = / Vidytia A7 =: g, (B-38)
Q Q

where the index 7 refers to the position along the continued branch, i.e., the continuation
step count. Following the counting scheme , one needs to set free an additional
parameter for every phase condition employed. This is done by adding the appropriate
number of artificial advection terms ¢;0;1) to the right hand side of the equation and
defining the corresponding advection parameters €; as secondary continuation parameters,
which are then kept zero during continuation. Please note, that this is only done for

non-homogeneous solutions.
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[Primary| and secondary
cont. param.

|

fixed param. type of solution/branch

[ *1D_mu_1xLC_hom H (] [ L=1L.,56=0,r=—-0.9 [ homogeneous solution

| *1D_mu_1xLC_per [ Tel, ex | L=1L.,56=0,r=—-0.9 | 1L periodic solution |
*1D_mu_4xLC_hom nw L =4L.,=0,r =—-0.9 homogeneous solution
*1D_mu_4xLC_per 1), € L=4L., 6 =0,r = —0.9 1L periodic solution
*1D_mu_4xLC_pd1 1), € L=4L.,56=0,r=—0.9 2L periodic solution
*1D_mu_4xLC_pd11l 1, €z L=4L.,6=0,r = —0.9 4L periodic solution
*1D_mu_4xLC_pdi11 n, € L=4L.,6=0,r = —0.9 connecting branch
*1D_mu_8xLC_hom o L=8L.,6=0,r=-0.9 homogeneous solution
*1D_mu_8xLC_per ul, €x L=8L.,6=0,r=-0.9 1L. periodic solution
*1D_mu_8xLC_loc_odd ul, € L=8L.,6=0,r=-0.9 localized states of odd bump number
*1D_mu_8xLC_loc_even 1), € L=8L.,5=0,r=-0.9 localized states of even bump number
*1D_mu_8xLC_loc_latter 1, €x L=8L.,06=0,r=-0.9 connecting branches
*1D_mu_32xLC_per 1, €z L=32L.,6=0,r=—0.9 1L. periodic solution
*1D_mu_32xLC_loc_odd 1, €x L=32L.,6=0,r=—0.9 localized states of odd bump number
*1D_mu_32xLC_loc_even ul, €x L =32L.,6=0,r=-0.9 localized states of even bump number
*1D_r_1xLC_del2_triv T L=1L.,6=2,4=0 trivial homogeneous solution
*1D_r_1xLC_del2_nontriv T L=1L.,6=2, =0 non-trivial homogeneous solution
*1D_r_1xLC_del2_per Tl, € L=1L.,6=2, 4 =0 1L, periodic solution
*1D_r_8xLC_del2_triv r L=8L.,0=2,u=0 trivial homogeneous solution
*1D_r_8xLC_del2_per T, €z L=8L.,0=2,u=0 1L. periodic solution
*1D_r_8xLC_del2_loc_odd T], €2 L=8L.,0=2, =0 localized states of odd bump number
*1D_r_8xLC_del2_loc_even r], €x L=8L.,6=2,1=0 localized states of even bump number
*1D_r_8xLC_del2_loc_latter r], €a L=8L.,0=2,4=0 connecting branches

[ *2D_mu_2xLC_hom [T Tul [ L=2L.,5=0,7r=—-0.9 [ homogeneous solution |

[ *2D_mu_2xLC_per [ Tul, ez, &y [ L=2L.,5=0,r=—-0.9 [ hexagonal solution |
*2D_mu_6xLC_per 1], €z, Ey L=6L.,5=0,r=—-0.9 hexagonal periodic solution
*2D_mu_6xLC_loc_odd 1, €z, €y L=6L.,6=0,r=—-0.9 localized states of odd bump number
*2D_mu_6xLC_loc_even ], €z, €y L=6L.,6=0,r=—-0.9 localized states of even bump number
*2D_mu_6xLC_loc_latter 1], €, €y L=6L.,6=0,r=-0.9 connecting branches

[ *2D_mu_16xLC_loc_odd [ Tul, ex, ey L =16L., 6§ =0, r = —0.9 [ localized states of odd bump number |

| *2D_mu_16xLC_loc_even [[ Tel, ea, ey | L=16L;, 6§ =0, 7 = —0.9 | localized states of even bump number |
*2D_r_2xLC_del2_triv r L=2L.,0=2,u=0 trivial homogeneous solution
*2D_r_2xLC_del2_nontriv r L=2L.,0=2,u=0 non-trivial homogeneous solution
*2D_r_2xLC_del2_per r], €z, €y L=2L.,0=2,u=0 hexagonal periodic solution
*2D_r_8xLC_del2_per T, € L=8L.,6=2,4=0 hexagonal periodic solution
*2D_r_8xLC_del2_loc_odd T], €z, Ey L=8L.,06=2,4=0 localized states of odd bump number
*2D_r_8xLC_del2_loc_even T], €z, Ey L=8L.,6=2,4=0 localized states of even bump number
*2D_r_8xLC_del2_loc_latter r], €z, €y L=8Lc,0=2,4=0 connecting branches

TABLE B.6: Summary of continuation runs for CSH in 1D and 2D
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B.5 DSL — A Drop Sliding Down an Incline

Features: periodic BC, quasi-linear PDE, system of coupled scalar fields, advection,
volume conservation and 1D phase condition (integral constraints)

Model

In this tutorial, the thin film equation is extended by a lateral driving force (k) and an
advection term Ud,h analogue to sec. [B.3|

Oh =V [Q(h)ﬁ [ Ah+TI(R)] + >z<h)} + Udh (B.39)

Mobility :  Q(h) = h?
Derjaguin Pressure : II(h) = h™% —h™?
Lateral driving force :  Y(h) = Q(h)(Goa,0)" with Gy =1073

Eq. with a=U =0 models a fluid on a horizontal substrate with a wettability
described by II(h) resulting in an adsorption film of height ha =1 coexisting with
macroscopic drops. By setting « # 0, a driving force is employed which corresponds to
a gravitational pulling, i.e. , inclining the substrate by an angle of « [I83]. As structures on
the substrate will begin to move in z-direction with an equilibrium velocity U, a additional
term —U0,h is employed which can either be seen as a motion of the substrate with
negative sliding velocity U, or as a transformation into the comoving frame system of the
drop. By adjusting the nonlinear eigenvalue U to the exact sliding velocity, which is done
automatically during continuation, the sliding structures, e.g., drops and ridges, become
steady states of eq. , so continuation techniques can be applied.

Implementation of quasi-linear PDEs like eq. (B.39) is in general done by performing
the “outer” derivative. For stationary states, one gets

0=—Q'(h)\Vh-V[Ah+TI(h)] — Q(h) A AR +TI(h)] — V - X(h) + Udyh.  (B.40)

In principle, (B.40) can be implemented directly as 4th order equation as done in sec. .
Since this would mean restriction to periodic boundaries and a rather complicated combi-
nation of FEM operators, we here split the 4th order equation in two 2nd order equations:

0= — Ah—TI(h) +u (B.41)
and 0= — Q' (h)Vh-Vu—Q(h) Au—V - (h) +Ud,h, (B.42)

where the first equation statically defines v and the second one corresponds to the dynamics

given by (BA0).
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Continuation

Following the DSL_*_startscripts, the first continuation run starts with a flat film of
height hy — which is also the main continuation parameter — and fixing o =0. Since
the mean film height parameter is employed via volume conservation, another parameter
is set free as a dummy continuation parameter corresponding to a constant homogeneous
influx and is therefore kept zero when continuing in hg. This is done analogously to the
implementation of phase conditions in CSH.

In 1D and 2D a primary bifurcation is detected, corresponding to a ridge solution. Please
note, that the homogeneous branch is computed as a pre-process only and is therefore
not part of the actual solutions of interest. In the 1D case, the ridge solution is further
continued in hg, while saving solutions for different user defined mean film heights (for
details see startcont_1D_vol_L400_ridge). In the startcont_1D_alp_L400_h* runs,
these solutions are taken as starting points for continuations in «, thus increasing the
inclination from a=0 — a > 0. Also a solution right at the beginning of the ridge
branch is used to switch a “immediately” to a user defined non-zero value before continuing
further in hyg.

In the 2D case continuations are done analogously. The major difference is the fact,
that the 2D drop branch bifurcates as a secondary bifurcation on the ridge branch, so the
ridge branch can also be seen as a pre-process to the actual solutions. Also, to increase
performance, the physical domain is split in half along sliding direction, to end up in a

numerical continuation of a sliding half drop. During continuation, multiple measures are

calculated as defined in egs. (B.43)-(B.48)):

601l = 5 [ 1h=hol . (B.A43)
Virop = /Q [h— ha] a7, (B.44)
Py = é/ﬂ [ Ah+TI(h)] dF, (B.45)
Flh) = é/ﬂ [(%)2 + %fﬁ - %h*] i — (%h(f - %hf) . (B.46)
DIh] = é /Q Q) (V( &+ T1(0)) + (Goa,O)T>2 ar, (B.AT)
D,a[h] = D[h] — P(ho)Gge?, (B.48)

Q(ho) i 1D,

where P(hg) = )
S0 ,ahi in 2D,

These are the mean deviation ||dh||, the drop volume Vg, (fluid volume in the drop with
precursor subtracted), the mean pressure p, the relative free energy F, the dissipation D
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XIX

par

TABLE B.7: Parameter array p.u(p.nu+l:end) of DSL

and the relative dissipation D,.. The reference solution of the relative dissipation is a flat

film in 1D and a lateral ridge solution with equal mean film height hy in 2D. Note, that in

the 2D case the prefactor P(hg) is given by a polynomial fit calculated in a pre-process

run which does a fast 1D continuation of the corresponding reference ridge solution before

deriving the coefficients a;. For details, see DSL_2D_refridge_calc.

Analogous to sec. [B.2] a volume constraint is employed. Since the boundary conditions

are defined as periodic BC in z-direction and without spatial heterogeneities as in sec.

the system is translationally invariant in x. To suppress the translational mode, i.e., to
make sure the solutions are “fixed” in the comoving frame, a phase condition (B.50) is
employed (for details, see DSL_qf and DSL_gjac):

qr :

and ¢

1 . .
5/thr—ho;o

/hi&chi_ldfé 0.
Q

For multiple auxiliary constraints q; , q is defined as an array [q;].

|

[Primary| and secondary
cont. param.

‘ fixed param.

|

type of solution/branch

[ *1D_h0_L400_hom H [hol, € [ L =400, a=0,U=0 [ homogeneous solution

[ *1D_h0_L400_ridge H [h[}], € [ L =400, a=0,U =0 [ ridge solution on horizontal substrate ]
*1D_h0_L400_alp04 hol, e, U L =400, « = 0.4 ridge solution on inclined substrate
*1D_h0_L400_alp05 hol, e, U L =400, « = 0.5 ridge solution on inclined substrate
*1D_h0_L400_alp06 hol, e, U L =400, « = 0.6 ridge solution on inclined substrate
*1D_alp_L400_h050 al, e, U L = 400, hg = 5.0 ridge solution on inclined substrate
*1D_alp_L400_h060 al, e, U L =400, hg = 6.0 ridge solution on inclined substrate
*1D_alp_L400_h070 al, e, U L =400, ho = 7.0 ridge solution on inclined substrate
*1D_alp_L400_h080 al, e, U L =400, hg = 8.0 ridge solution on inclined substrate
*1D_alp_L400_h090 al, e, U L = 400, hog = 9.0 ridge solution on inclined substrate
*1D_alp_L400_h100 al, e, U L = 400, ho = 10.0 ridge solution on inclined substrate
*2D_h0_L200_hom hol, € L =200, a=0,U=0 homogeneous solution
*2D_h0_L200_ridge hol, € L =200, a=0,U=0 ridge solution on horizontal substrate
*2D_h0_L200_drop hol, € L =200,a=0,U=0 drop solution on horizontal substrate
*2D_h0_L200_alp10 H [h()], e, U [ L =200, a=1.0 [ drop solution on inclined substrate
*2D_alp_L200_h320 al, e, U L = 200, hg = 3.2 drop solution on inclined substrate
*2D_alp_L200_h360 al, e, U L = 200, hg = 3.6 drop solution on inclined substrate
*2D_alp_L200_h400 al, e, U L =200, hg = 4.0 drop solution on inclined substrate
*2D_h0_L400_hom hol, € L =400, a =0,U = homogeneous solution
*2D_h0_L400_ridge hol, € L =400, a=0,U =0 ridge solution on horizontal substrate
*2D_h0_L400_drop hol, € L =400, «a =0, U = drop solution on horizontal substrate
*2D_h0_L400_alp10 hol, e, U L =400, a = 1.0 drop solution on inclined substrate
*2D_alp_L400_h200 al, e, U L =400, hg = 2.0 drop solution on inclined substrate

TABLE B.8: Summary of continuation runs for DSL in 1D and 2D

(B.49)

(B.50)
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B.6 DRM — A Dragged Meniscus

Features: robin BC, quasi-linear PDE, system of coupled scalar fields, advection,

non-trivial test solution

Model

Here, the thin film equation is used to model a physical system, where a solid substrate is
pulled out of a fluid bath [41, 61, 159, 192]. As the situation is analogue to sec. [B.5 where
fluid slides down the substrate, the major differences are in the boundary conditions and
the additional hydrostatic pressure term —Ggh.

Oh =V [Q(h)ﬁ[m +TI(h) — Goh] + )Z(h)] + Udh (B.51)

Mobility :  Q(h) = h®
Derjaguin Pressure : II(h) = h™% — h™3
Lateral driving force :  x(h) = Q(h)(Goa,0)" with Gy =1073

Again, a driving force representing the gravitational pulling and an advection due to the
dragging of the substrate is applied to the thin film equation.

60 1 Neumann BC at = —I[, Dirchlet BC at z = +1,
401
3
<

20 1

Drag with velocity U
< yes
O 1 1 1 1 B hA

-05 -04 -03 -02 =01 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x/L

F1GUrE B.4: Sketch of a dragged meniscus

In contrast to the periodic boundary conditions in z-direction in sec. [B.5, Neumann
boundary conditions in —x and Dirichlet boundary conditions in +x are employed to
model the “dry” substrate only covered by the precursor and the fluid bath given by a fixed
film height, respectively. To fulfill the desired boundary conditions, the 4th order PDE can
not be implemented directly, but again by splitting the equation as described in sec. [B.5]
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\V)

par || 1

TABLE B.9: Parameter array p.u(p.nu+l:end) of DRM

Continuation

For zero dragging velocities, test solutions do not converge in some cases. To get a robust
setting, all continuation runs in the velocity by fixed inclination are started at some small
initial non-zero dragging. Then, in a first continuation run stored in *_preproc, U is
decreased to zero to get an initial solution. After loading this initial solution again, the
overall Volume at U = 0 is calculated and stored as reference volume to calculate the
relative volume gain of the meniscus Vi (see eq. ) during continuation. Additionally
the overall volume V' (eq. (B.52))) and the mean pressure py (eq. (B.54)) are stored.

1 .
Via=V —Vuo (B.53)
1
o = 5/ [Ah 4 TI(R) — Goh] dF (B.54)
Q

To implement a custom break criterium for the continuation run, a user function DRM_ufu
is set. Here, the continuation run gets interrupted, if Ah exceeds a certain threshold at
the Neumann boundary, i.e., the meniscus or foot solution covers the whole domain (for
details, see DRM_ufu). Additionally to the continuations in the dragging velocity U at fixed
«, some continuation runs in « at different fixed values of U are done.

’ ‘ [Primary] and secondary ‘ fixed param. ‘ type of solution/branch ‘
cont. param.

*1D_U_L1000_alp03 U L = 1000, « = 0.3 foot solution (snaking)
*1D_U_L1000_alp05 U L = 1000, a = 0.5 foot solution (snaking)
*1D_U_L1000_alp10 U L = 1000, a = 1.0 foot solution (snaking)
*1D_U_L1000_alp15 U L =1000, « = 1.5 foot solution (snaking)
*1D_U_L1000_alp20 U L =1000, « = 2.0 foot solution (snaking)
*1D_U_L1000_alp25 U L =1000, « = 2.5 transition to Landau-Levich film
*1D_U_L1000_alp30 U L = 1000, a = 3.0 transition to Landau-Levich film
*1D_U_L1000_alp35 U L = 1000, a = 3.5 transition to Landau-Levich film
*1D_U_L1000_alp40 U L = 1000, a = 4.0 transition to Landau-Levich film
*1D_U_L1000_alp45 U L =1000, a = 4.5 transition to Landau-Levich film
*1D_U_L1000_alp50 U L =1000, « = 5.0 transition to Landau-Levich film
*1D_U_L1000_alp55 U L =1000, « = 5.5 transition to Landau-Levich film
*1D_U_L1000_alp60 U L =1000, « = 6.0 transition to Landau-Levich film
*1D_U_L1000_alp65 U L =1000, « = 6.5 transition to Landau-Levich film
*1D_alp_L1000_U012 || [o L =1000, U ~ 0.12

*1D_alp_L1000_U015 || [o L =1000, U ~ 0.15

*1D_alp_L1000_U020 @ L = 1000, U =~ 0.20

*1D_alp_L1000_U010 @ L =1000, U = 0.10

TABLE B.10: Summary of continuation runs for DRM in 1D
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B.7 Remarks

Linear stability

By setting the switch p.sw.spcalc = 1 (or when p.sw.bifcheck == 2), P2P is told to
calculate the eigenvalues of the jacobian during continuation. Then, the structure p.sol
contains a field ineg which shows the number of unstable eigenvalues and a field muv
containing the actual values of the corresponding eigenvalues. The number of eigenvalues
(of largest magnitude) calculated during continuation is set by p.nc.neig which is 10 by
default. To calculate the eigenvalues and -functions of a solution after continuation, the
function calc_eigs is provided (for details, see calc_eigs).

For linear stability analysis of time periodic branches, floquet multipliers have to be
calculated. This is done analogously to the stationary state eigenvalue calculation by
setting the switch p.sw.flcheck = 1. Unfortunately, the standard method is not always
reliable. For a more stable method, choose p.sw.flcheck = 2, for example when applying
to the ACCHAH tutorial. Please note, that for p.sw.flcheck = 2, the pqzschur function
provided by P2P has to be compiled using the MEX compiler provided by MATLAB. For
details, see the readme file in the pgzschur folder.

Mesh adaption

To make use of the mesh adaption abilities of P2P, there are two essential things to do:
First, one has to save the uniform initial mesh as the base mesh for the adaptive refinement
and set a function handle for the error estimator. This step is done in the *_init.m and
is already applied to all tutorials. The second step is to define a suitable error estimator.
This function defines an estimation of the overall mesh error to invoke possible refinements
during continuation and also provides one or more local error estimators to select the mesh
elements which will actually be refined. For the ACCH_%D tutorials, an error estimator is
already defined for testing purposes (for details, see e2rs).

To test the automatic mesh adaption, one can start a continuation run of the tutorial
after applying the following changes, i.e., adding the following lines before the actual
continuation call:

p.sw.ee = 0/1; Choose method of element selection
(0: default error estimator, 1: value of Ac)

p.sw.errcheck = 0/2; Adapt mesh after a fixed number of steps (0)
or use error estimation to start adaption (2)

p.nc.amod = N; Adapt mesh after N steps (only if p.sw.errcheck == 0)
p.nc.errbound = 0.5; Error bound to invoke adaption (only if p.sw.errcheck == 2)
p.nc.sig = 0.1; Threshold for element selection

p.nc.ngen = 5; Maximum number of refinements
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Steps to implement custom problems

The minimum set of required functions or files to define a new problem consists of the
*_sG.m file to define the right hand side of the equation, the *_init.m to initiate the

problem in the MATLAB structure p and a script startcont_*.m to define the parameters,

call the *_init.m function and run the actual continuation. If the PDE is not of order 2 or
not semi-linear, e.g., quasi-linear, also a local cosetfemops.m function has to be provided
to assemble the FEM operators. To implement your own problem PDE; it is recommended
to go through the brief guideline given below:

(0) Choose a suitable name and create a new folder for your problem. Easy!

(i) If you want to implement a 4th order PDEs directly as described in sec. or a quasi-
linear system as given in sec. and [B.6 copy the corresponding oosetfemops.m
file to your new problem directory and apply possible changes. For 2nd order PDEs,
the standard oosetfemops function which is provided globally should work and you
may skip this step.

(ii) Find a system given in the tutorials which fits your new system best and copy the
corresponding *_sG.m and *_sGjac.m files to your directory. Renaming the functions
accordingly is recommended. Then, modify the functions beginning with the naming
and ordering of the parameters and finally by recomposing the right hand side. The
crucial lines you need change can be easily identified by comparing the tutorial
functions with each other.

(iii) Now copy the *_init.m and an appropriate startcont_x.m of the tutorial to your
directory. In both functions go through each line and section and apply the relevant
changes. Again, compare the functions of the various tutorials to identify crucial lines

to change.

(iv) For testing purposes, it is recommended to first neglect possible integral constraints
and comment out settings of p.fuha.outfu = ...;, p.fuha.ufu = ...; and other
optional settings. Also start without periodic boundary conditions and with a trivial
test solution. Make sure to set p.sw.jac = 0 first, to calculate and make use of a

numerical jacobian to avoid errors in *_sGjac.m.

(v) A first test may be to run the first block of the startcont_x.m to see if the program
returns any technical errors, which can then be solved by going through the files you

modified (mostly *_sG.m and *_init.m) and locate the source of error.

(vi) If the problem is initiated without errors, one may set p.sw.jac = 1 and run
jaccheck(p) ; to check if the analytical jacobian is working and correct by examining

the relative error to the numerical jacobian.

(vii) Examine the value of the residual after the initial newton steps. If its magnitude is
well below 1071°, adjust the tolerance p.nc.tol in the continuation section corre-
spondingly and start the continuation by first using the regular continuation call p =
cont(p) ;.
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Iterative linear system solvers

In cases of very large domains, i.e., meshes, P2P provides a series of iterative solvers. To
use these solvers efficiently, one has to download and compile ILUPACK using MEX. For

details on installation and usage, please see the P2P manual [48] 193].
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