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“We attempt once more, as in the global symmetry scheme, to treat
the eight known baryons as a supermultiplet, degenerate in the limit
of a certain symmetry but split into isotopic spin multiplets by a
symmetry-breaking term. [...] The symmetry is called unitary symmetry
und corresponds to the ‘unitary group’ in three dimensions in the same
way that charge independence corresponds to the ‘unitary group’ in
two dimensions. The eight infinitesimal generators of the group form
a Lie algebra, just like the three components of isotopic spin. [...] The
baryons then correspond naturally to an eight-dimensional irreducible
representation of the group; when the mass difference turned on,
the familiar multiplets appear. [...| The pseudoscalar mesons are also
assigned to the representation 8. When the symmetry is reduced, they
become the multiplets K, K, m and Yy, where x is a neutral isotopic
singlet meson the existence of which we predict.”

- Murray Gell-Mann, ,, The Eightfold Way“, 15. Mérz 1961.



Diese Fassung der Arbeit unterscheidet sich nur geringfiigig von der am 13. September 2014
dem Priifungsamt vorgelegten Version.
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1. Einleitung

Die Entwicklung der Quantentheorie auf der einen und der Relativitdtstheorie auf der
anderen Seite bildete zu Beginn des 20. Jahrhunderts eine wichtige und bis heute merkliche
Zésur in der Geschichte der Physik.

Die zuvor als universell angesehenen Auffassungen der klassischen Mechanik und Elektro-
dynamik wurden durch die neuen Sichtweisen zu Grenzfillen einer groferen, aber dennoch
unsichtbaren Wahrheit erklart.

Die Allgemeine Relativitédtstheorie, die von Albert Einstein bereits im Jahr 1913 ent-
worfen und im Mérz 1916 ausformuliert wurde, beschéftigt sich mit einer der vier heute
bekannten fundamentalen Wechselwirkungen der Physik, der Gravitation. Da die relative
Stéarke dieser Kraft etwa 26 bis 41 Grofenordnungen geringer als die der iibrigen Wech-
selwirkungen ist, beschrénkt sich die Relevanz der ART auf sehr grofse Massenskalen. Die
des Weiteren unendliche Reichweite der Gravitation macht diese Theorie bis heute zum
wichtigsten mathematischen Instrument der Kosmologie.

Neben der makroskopischen Beschreibung der Relativitdtstheorie liefert die weitestge-
hend parallel entwickelte Quantentheorie eine Erklarung mikroskopischer Prozesse und
Sachverhalte. Die anfangs umstrittene quantenmechanische Beschreibung gebundener Zu-
stdnde und Energieniveaus in Atomen, die mafigeblich durch Max Planck zur Jahrhun-
dertwende begriindet und in den 1920er und -30er Jahren durch Werner Heisenberg, Er-
win Schrédinger, Paul Dirac, Niels Bohr und weiteren Grofen erarbeitet wurde, legte den
Grundstein fiir die moderne Teilchenphysik, die die iibrigen fundamentalen Wechselwir-
kungen - die elektromagnetische, die schwache und die starke Wechselwirkung - erklart.

Der mathematische Ansatz, der sich im Wesentlichen in der Losung der Schrodinger-
gleichung manifestiert, erlaubt es zwar, Zustdnde mit einer geringen Anzahl von Teilchen
prézise zu bestimmen, scheitert allerdings bei der Beschreibung komplizierter Streuprozesse
in Mehrteilchensystemen.

Die Losung dieser Problematik wurde in fiithrender Rolle von Richard Feynman in den
1940er Jahren erbracht, der zusammen mit den Physikern Julian Schwinger und Shin’ichiro
Tomonaga eine quantenfeldtheoretische Beschreibung der Elektrodynamik einfiihrte und
damit die Quantenelektrodynamik begriindete. Die QED liefert auf Grundlage des Eichprin-
zips eine plausible und mit hoher Prézision vermessene Beschreibung elektrisch geladener
Teilchen im Rahmen der elektromagnetischen Wechselwirkung. Das Grundprinzip der damit
etablierten Quantenfeldtheorien liegt in der zur klassischen Feldtheorie analogen Ersetzung
von Punktteilchen durch Teilchenfelder, die durch das Postulat der ,zweiten Quantisie-
rung® nichtverschwindenden Vertauschungsrelationen unterliegen. Diese Annahme stellt
eine Erweiterung der auf die Observablen eines Systems bezogenen , ersten Quantisierung*
im Rahmen der Quantenmechanik dar, die sich am Beispiel von Ort und Impuls in der
Heisenberg’schen Unschdrferelation dufsert.

In den 1960er Jahren folgte die Einbindung der schwachen und der starken Wechsel-
wirkung in das nun entstehende Standardmodell der Teilchenphysik. Die Physiker Shel-
don Glashow, Abdus Salam und Steven Weinberg vereinheitlichten 1967 in der nach Ih-
nen benannten GWS-Theorie elektromagnetische und schwache Wechselwirkung zur elek-
troschwachen Wechselwirkung wahrend Murray Gell-Mann die Quantenchromodynamik auf
Annahme einer Farbladung der involvierten Quarks begriindete. Parallel zu dieser Entwick-
lung fiihrte Peter Higgs den Higgs-Mechanismus und damit das Higgs-Boson ein, aufgrund
dessen sich die massiven Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung durch eine sponta-
ne Symmetriebrechung der elektroschwachen Eichsymmetrie erkliaren lassen; spéater wurde
dieser Mechanismus auf die Erzeugung aller Teilchenmassen durch Yukewa-Kopplungen
mit dem Higgs-Feld verallgemeinert.

Das so bis heute im Wesentlichen giiltige Standardmodell der Teilchen, das drei der vier
fundamentalen =~ Wechselwirkungen der Physik durch eine zugrunde liegende
SU(3)exSU(2), xU(1)y-Eichsymmetrie umfasst, weist allerdings im Zuge der aktuellen
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Forschung eine immer grofsere Anzahl von Diskrepanzen auf, die weitere Vereinheitlichun-
gen der Symmetriegruppen, Supersymmetrische Theorien und die Stringtheorie als Lo-
sungsansétze fordern. Zu den wichtigsten Problemstellungen des Standardmodells gehdren
zum Beispiel die Integration der Gravitation sowie die Erkldrung kosmologisch nachge-
wiesener Phanomene wie der Dunklen Materie und Energie, die offenbar einen betréchtli-
chen Teil des Universums darstellen. Des Weiteren unterliegt das Modell einem Hierarchie-
Problem im Bezug auf die verschiedenen Gréfsenordnungen der involvierten Parameter und
einer unerklarten Unterdriickung der mathematisch auftretenden C'P-Verletzung durch die
starke Wechselwirkung.

Da die aktuell beobachtbaren Teilchen und Wechselwirkungsprozesse allerdings vollstén-
dig durch das Standardmodell beschrieben werden und mit der kiirzlichen Entdeckung des
Higgs-Bosons am LHC das letzte durch das SM postulierte Teilchen nachgewiesen ist,
wird das mittlerweile als , konservativ* zu bezeichnende Standardmodell im Rahmen der
aktuellen Forschung weiterhin untersucht und angewandst.

Besonders die Quantenchromodynamik weist aufgrund ihrer nicht-abelschen Eichgruppe
SU(3)c und der daraus resultierenden starken Energieabhéngigkeit der Kopplungskonstan-
ten einige mathematische und physikalische Eigenheiten auf, die im einfiihrenden Theorie-
teil dieser Arbeit ndher erldutert werden. Eine Problematik stellt die Gréfenordnung der
starken Kopplung dar, die fiir Energien unterhalb von 1 GeV etwa einen Wert der Grofsen-
ordnung O(1) annimmt. Diese Tatsache macht gewohnliche stérungstheoretische Ansétze,
wie sie im elektroschwachen Sektor Anwendung finden, unméglich. Die Herangehensweise
an diesen Sachverhalt ist im Wesentlichen zweigeteilt:

Zum einen wird die géngige perturbative Methodik durch Monte-Carlo-Simulationen auf
einem Raum-Zeit-Gitter ersetzt beziehungsweise erweitert, sodass freie Parameter durch
numerische Rechnungen bestimmt werden kénnen. Die Quantisierung der Raum-Zeit selbst
fiihrt allerdings zu systematischen Abweichungen der Messergebnisse in Abhéngigkeit der
endlichen Gitterkonstanten und weitergehend zu beliebig komplizierten Gitterartefakten,
die die zugrunde liegende Theorie nichttrivial beeinflussen. Neben der Verbesserung der
Monte-Carlo-Algorithmen und der Vergréfserung von Rechenkapazititen steigt die Zahl
und das Interesse an Moglichkeiten, Gitterartefakte durch alternative Theorien analytisch
zu minimieren. Ein Beispiel bildet hier die Twisted-Mass Lattice-QCD.

Zum anderen kann die Theorie grundlegend auf analytischem Wege modifiziert werden,
sodass eine storungstheoretische Behandlung zum Beispiel durch effektive Feldtheorien
innerhalb der relevanten Energieskalen moglich wird. Die chirale Storungstheorie (kurz:
XPT) stellt einen der wichtigsten Ansétze diesbeziiglich dar und soll den wesentlichen
Kern dieser Arbeit bilden.

Die grundlegende Motivation der xPT besteht darin, die Erzeugung der Hadronenmassen
basierend auf den um Grofsenordnungen kleineren Quarkmassen zu erklaren. Die Tatsache,
dass das Proton eine etwa 100-fach gréfere Ruhemasse besitzt als die Summe der Ruhemas-
sen seiner drei Valenzquarks, deutet darauf hin, dass der zugrunde liegende Mechanismus
der Massenerzeugung komplexer Natur ist. Betrachtet man zum Beispiel die Bindung der
Nukleonen im Atomkern belduft sich der Massendefekt aufgrund der Bindungsenergie auf
etwa 1 % und nicht auf ein Vielfaches der beteiligten Teilchenmassen, wie es innerhalb eines
einzelnen Nukleons der Fall ist.

Des Weiteren legen die verhéltnisméfig kleinen Quarkmassen der drei leichtesten Flavors
up, down und strange im Hinblick auf die QCD Skala Aqcp = 1GeV  eine stérungs-
theoretische Behandlung dieser Massen nahe. Schlussendlich gibt das Teilchenspektrum
der gebundenen Quark-Antiquark-Zustdnde beziehungsweise Mesonen einen Hinweis auf
eine komplexe Form der spontanen Symmetriebrechung, die ebenfalls im Rahmen der yPT
erklart wird.

Im Allgemeinen schliefsen sich die angesprochenen numerischen und analytischen Metho-
den der QCD nicht aus. Vielmehr liefert die xPT beispielsweise Entwicklungsparameter,



1. Einleitung 3

die durch Monte-Carlo-Simulationen bestimmt werden kénnen, sodass sich insgesamt Vor-
hersagekraft und Verstdndnis der zugrunde liegenden Quantenchromodynamik verbessern.
Des Weiteren liefert die Moglichkeit der freien Wahl physikalischer Simulationsparameter
wie zum Beispiel der Quarkmassen einen entscheidenden Vorteil gegeniiber Beschleuniger-
Experimenten. Insgesamt erweist sich also die Kombination der beiden erwdhnten Heran-
gehensweisen als ein sehr effizientes und zukunftstrichtiges Arbeitsfeld.

Im Laufe dieser Arbeit wird zundchst die QCD als nicht-abelsche Eichtheorie eingefiihrt
und beleuchtet. Darauf aufbauend soll das grundsétzliche Versténdnis der chiralen Sto6-
rungstheorie unter gruppentheoretischen Aspekten hergeleitet werden, sodass sich der ma-
thematische und physikalische Mechanismus zur Entstehung der Mesonen vollstandig er-
klaren ldsst. Anschliefsend wird eine effektive Lagrangedichte fiir das Mesonen-Oktett der
drei leichten Quarkflavors entwickelt, um eine mathematische Grundlage zur Beschreibung
der Physik dieser neuen Zustéande aufzubauen.

Weitergehend wird der Gitterformalismus fiir die Quantenchromodynamik eingefiihrt
und die Effekte der Raum-Zeit-Quantisierung auf die chirale Symmetrie untersucht. Dar-
iber hinaus wird die axiale Drehung der Massenmatrix (kurz: Twisted-Mass) als analyti-
sche Methode zur Verbesserung des Simulationsverhaltens der Theorie erklart und imple-
mentiert. Unter Beriicksichtigung der Terme fithrender bezichungsweise néchstfithrender
Ordnung der effektiven Lagrangedichte werden so die Massen der Mesonen storungstheo-
retisch berechnet und anschliefend im Bezug auf Gitterartefakte und deren Kompensation
durch den Twisted-Mass-Formalismus untersucht.

Besonderes Augenmerk dieser Arbeit soll zum einen auf dem systematischen Aufbau der
grundlegenden Theorie und zum anderen auf einer mathematisch und physikalisch nach-
vollziehbaren Anwendung liegen. Umfangreiche Rechnungen, die fiir das Grundverstandnis
zur analytischen Behandlung der Lagrangedichte unerlasslich sind, werden daher explizit
im Kapitel ,,Rechnungen® angegeben.
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2. Grundlagen der Quantenchromodynamik

2.1. Einordnung in das Standardmodell und Phinomenologie

Das Standardmodell der Teilchenphysik umfasst insgesamt zwolf Fermionen, die nach heu-
tigem Verstandnis die sichtbare Materie des Universums bilden. Dariiber hinaus existieren
zwolf Fichbosonen zur Vermittlung der drei in der Elementarteilchenphysik relevanten
Wechselwirkungen und ein Higgs-Boson, dessen Feld durch den Higgs-Mechanismus und
Yukawa-Kopplungen eng an die Erzeugung der Teilchenmassen gekniipft ist.

Die Fermionen lassen sich in Dubletts bzgl. des schwachen SU(2)-Isospins I3 darstellen

und in sechs Leptonen
) G G
Ve /L Vu /L, vr /1
u C t
d /. s )L b )L

gruppieren. Die schwache Wechselwirkung koppelt an I3 und damit an alle bekannten
Fermionen.

Diese durch die drei massiven schwachen Eichbosonen W™, W~ und Z° vermittelte
Kopplung bezieht sich im Gegensatz zu anderen Wechselwirkungen nur auf linkshéndige
Teilchen, wie durch den Index L angedeutet, sodass sich die rechtshiandigen Teilchen in
dieser Darstellung wie Singuletts verhalten. Des Weiteren wird ersichtlich, dass sich die
Dubletts in jeweils drei Familien bzw. sechs Flavors einteilen lassen, die sich hauptsachlich
durch ihre relativ grofen Massendifferenzen unterscheiden.

Aufler den drei Neutrinos besitzen alle Leptonen eine elektrische Ladung ¢, aufgrund
derer sie in der GWS-Theorie iiber die U(1)y-Symmetrie nach elektroschwacher Symme-
triebrechung mittels des masselosen Photons v wechselwirken.

Die insgesamt sechs Quarks, die in Tab. 2.1 vollstandig spezifiziert werden, verfiigen
iiber eine zusétzliche Farb-Ladung, an die die acht Gluonen g; als Eichbosonen der star-
ken Wechselwirkung koppeln. Diese , Farbe“ kann die Werte  rot, blau und grin (bzw.
antirot, antiblau und antigrin) annehmen, sodass sich jedes Quark wie ein Triplett bzgl.
der zugrunde liegenden SU(3)c-Color-Symmetrie verhélt. Die Tatsache, dass es sich da-
bei um eine nicht-abelsche Symmetriegruppe handelt, fithrt zusammen mit der jeweiligen
Farb-Antifarb-Ladung der Gluonen zu einigen spezifischen Eigenschaften der starken Wech-
selwirkung, die im folgenden Kapitel kurz beleuchtet werden.

und sechs Quarks"

’ Flavor H up ‘ down ‘ strange H charm ‘ bottom ‘ top ‘
| EL Ladung [e] [ +2/3 | -1/3 | -1/3 || +2/3 | -1/3 | +2/3 |
| Masse [MeV] || 1,7-3.3 [ 4,1-5,8 | 10173) [| 1270770 | 4190785° [ 1720007950, |

Tabelle 2.1: Massen und Ladungen der sechs Quarks in den Masseneigenzustinden [1]

2.1.1. Confinement und Asymptotische Freiheit

Die Gluonen nehmen eine im Vergleich zu den Austauschteilchen anderer Wechselwirkun-
gen spezielle Rolle ein. Wie die schwachen Eichbosonen erkliren sie sich auf Grundlage ei-
ner nicht-abelschen Eichsymmetrie und tragen damit selbst die Ladung, an die sie koppeln.

! Die gestrichene Notation der zweiten Dublett-Komponenten bezieht sich auf die Mischung der Masse-
neigenzustidnde zu den schwachen Isopin-Dubletts {iber die Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrix
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Aufgrund der starken Kopplung sind die dadurch auftretenden Selbstwechselwirkungen des
Gluon-Feldes (vgl. Abb. 2.1) allerdings wesentlich ausgeprégter.

(a) (b) ()

Abbildung 2.1: Die drei fundamentalen Vertices der QCD zwischen:
(a) einem roten Quark und einem antiblauen Antiquark sowie einem rot-antiblauen Gluon
(b) zwei griin-antiroten und zwei rot-antiblauen Gluonen
(c) einem rot-antiblauen, einem griin-antiblauen und einem rot-antigriinen Gluon

In der Quantenelektrodynamik bleiben diese Wechselwirkungen aus. In Anwesenheit ei-
ner elektrischen Ladung wird das QED-Vakuum durch die spontane Erzeugung virtueller
Teilchen-Antiteilchen Paare polarisiert und schirmt damit das Kraftfeld ab. Dieser Effekt
wird als Screening bezeichnet und erklért ein asymptotisches Verschwinden des Wech-
selwirkungskraftfeldes fiir grofsere Entfernungen. Die durch die QCD moglichen Schleifen-
Korrekturen der Eichbosonen sind im Vergleich vielfaltiger (vgl. Abb. 2.1): Neben der Aus-
bildung von Quark- Antiquark-Paaren kénnen bspw. virtuelle Gluonen-Paare entstehen, die
das Feld nicht abschwéchen, sondern verstarken und dabei seine ,,Netto-Farbladung® an-
dern. Unter Annahme von maximal 16 Quarkflavors iiberwiegt dieser Effekt, sodass sich
insgesamt eine als Anti-Screening bezeichnete Verstarkung der Wechselwirkung ergibt [2].

Vaep/qep(r)

D e e > T

— VqQep(r) =

—exp(—ar)
s

—— Vqep(r) = er — TQ

Abbildung 2.2: Skizzierter Verlauf der Wechselwirkungspotentiale der QED und QCD

Wie in Abb. 2.2 zu erkennen ist, weist das Potential der QCD-Wechselwirkung auf langere
Distanzen ein im Vergleich zur QED ungewohnliches Verhalten auf. Anstatt gegen den
Wert 0 zu konvergieren, geht es in ein divergentes lineares Verhalten iiber.

Versucht man im Rahmen der QED zwei Teilchen entgegengesetzer Ladung zu trennen,
nimmt die Starke der Wechselwirkung mit grofferer Distanz ab und die Teilchen gehen in
einen separierten Zustand iiber. In der Quantenchromodynamik setzt hier das Phdnomen
des Confinements ein: Bei einem Versuch, zwei Quarks mit entgegengesetzter Farbladung
(z.B. Blau-Antiblau) voneinander zu trennen, wird eine immer grofere Energie benotigt,
um die effektive Distanz der Teilchen zu erhéhen, sodass sich folgender schematischer
Ablauf zeigt (vgl. Abb. 2.2 und 2.3):
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(I) In kleinem Abstand, d.h. im gebundenen Grundzustand, zeigt sich ein zur QED
analoges Verhalten: Die Quarks bilden einen kondensierten gg-Zustand, z.B. ein Pion.

(II) Durch Energiezufuhr geht das Kondensat in einen angeregten Zustand iiber. Der
effektive Abstand der beiden Konstituenten vergrofert sich.

(ITT) Das nun positive Potential erreicht einen Energiewert, der der Summe zweier Quark-
massen entspricht, sodass sich spontan ein neues Quark-Antiquark-Paar bildet.

(IV) Das so entstandene Quark-Antiquark-Paar kondensiert mit dem urspriinglichen Paar
zu zwei separierten gg-Zustinden(-Kondensaten). Der Endzustand besteht also nicht
aus zwei unabhéngigen Quarks, sondern aus zwei gg-Paaren bzw. Pionen.

0 D wd 99

(I): Grundzustand (II): Angeregter Zustand (I1I): gg-Erzeugung (IV): Hadronisierung

Abbildung 2.3: Schematisches Verhalten eines gg-Kondensates bei Energieerh6hung mit Confinement

Dieses Prinzip lasst sich analog auf das ,,Spalten“ von Baryonen, also ¢gg-Zusténden,
ibertragen. Zusammengefasst verhindert das Confinement fiir typische Energieskalen die
Existenz freier Farbladungen, sodass nur farbneutrale Zustande (Farbe-Antifarbe oder Rot-
Blau-Griin) stabil sind. Ein weiteres QCD-spezifisches Phéanomen, das fiir hohere Energien
zum Tragen kommt, ist die asymptotische Freiheit.

Qem/qep (F)

a(wtg)

D‘cm<E) =~ W
2+ 1— —5-¢=In(E2/m2)

—— 2qep(B) X Gy

Aqcp

Abbildung 2.4: Energieabhéngigkeit der Kopplungskonstanten von QED und QCD
(atem wurde aus Griinden der Anschaulichkeit hochskaliert)

Diese spiegelt nicht die Ortsabhéngigkeit der Kopplung, sondern die Energieabhéngigkeit
der Kopplungskonstanten wider. Fiir hochenergetische Prozesse, z.B. bei Kollisionen schwe-
rer Nukleonen, nimmt die Kopplungskonstante nicht zu, so wie es in der QED beobachtet
wird, sondern sie konvergiert gegen 0 (s. Abb. 2.4). Das heift, dass sich bei Prozessen hoher
Energie eine génzlich andere Physik zeigt, als im niederenergetischen Regime. Dies dufsert
sich z.B. darin, dass fiir grofte Energieskalen ein Quark-Gluon-Plasma erzeugt werden kann,
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in dem das Confinement aufgehoben ist. Fiir Energien der Gréfenordnung Aqcp, die et-
wa der Protonmasse entspricht, nimmt die Kopplung allerdings Werte O(1) an, wodurch
perturbative Ansitze bzgl. der Kopplung im Gegensatz zur QED? unmdglich werden.

2.2. Die QCD-Lagrangedichte

Die Lagrangedichte fiir freie Quarks mit Ny Flavors und N Farben ist in den natiirlichen
Einheiten (s. App. A) iiber den Dirac-Operator und die y-Matrizen® (s. App. B) durch

N¢ Nf 4

Loongee =YD Y Gaof (’7551% - mféaﬂ) Ga,p.f - (2.1)

a=1 f=1a,8=1

gegeben? [1,3]. Unter Anwendung des Eichprinzips bzgl. einer lokalen SU(3)c Symmetrie
fir Ng =3 werden die acht Eichfelder, die die Gluonen représentieren, durch Ein-
flihrung einer kovarianten Ableitung und eines entsprechenden Yang-Mills-Terms in die
Lagrangedichte implementiert - die Summation iiber die Dirac- und Color-Indices sei von
nun an implizit:

Ny
_ : 1 y
Lqcp = fz:l(}f (7"iDy = my) 5 = 7 GayuwGa” (2.2)
: . Aa
mit Dugy:= (0, + 1gsAa7M? qr (2.2a)
und Ga,,ul/ = a,uAa,u - auAa,,u - gsfabcAb,uAc,u . (22b)

Dabei sind fgp und A\, die Strukturkonstante und Generatoren der SU(3) nach Gell-Mann
(s. App. C). Eine Transformation der Form

qr — Ugy (2.3a)
q — qU (2.3b)
Aa i
Aaut = Ay = UAUT+ gi@#UUT (2.3¢)
bzgl. der iblichen Parametrisierung
: Aa
U :=exp —1gsAa7M7 (2.4)

der zugrunde liegenden Symmetriegruppe ldsst die nun vollstdndig konstruierte QCD-
Langrangedichte invariant [1]. Der nichtabelsche Yang-Mills-Term liefert schlussendlich die
Selbstwechselwirkungsvertices der Gluonen (s. Gl. (2.2b) u. Abb. 2.1). Bzgl. der reinen
Eichsymmetrie ist weitergehend ein Term der Form [4]

== %6#1/ng5ng0 (25)

in der Lagrangedichte denkbar, der allerdings explizit die P- und CP-Symmetrien der
Theorie bricht. Da der Parameter 6 bislang durch experimentelle Befunde als sehr klein
(0 < O(107?)) bestimmt wurde [4], wird dieser im Folgenden gleich Null gesetzt.

2 Die Kopplungskonstanten der QED und schwachen Wechselwirkung nehmen im relevanten Energiebe-
reich Werte  qem =~ O(107%) bzw. Gr ~O(107°) an

3 Die Form der Lagrangedichte ist unabhingig von der zugrunde liegenden Darstellung

4 Des Weiteren sei hier und im Folgenden, falls nicht anders angegeben, von der expliziten Angabe der
raum-zeitlichen Abhéngigkeiten der Felder und Operatoren abgesehen
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2.3. Zufillige Symmetrien von Lqcp

Die in Kap. 2.2 eingefiihrte Lagrangedichte weist neben der beschriebenen internen lo-
kalen SU(3)c-Eichsymmetrie eine Symmetrie bzgl. der Poincaré-Gruppe auf, die sich in
der Lorentz-Invarianz der enthaltenen Grofen auflert. Das CPT-Theorem verknipft die-
se beiden Symmetrien mit der Invarianz von Lqcp unter gleichzeitiger C-, P- und T-
Transformation und weitergehend mit der Aquivalenz der Transformationen bzgl. des CP-
und T-Operators [5]. Im Gegensatz zur schwachen Wechselwirkung ergibt sich fiir die
QCD unter der empirisch vertretbaren Vernachlidssigung von Termen der Art (2.5) also
eine getrennte C-, P- und T-Symmetrie der Theorie.

Eine weitere ,zuféllige* interne chirale Symmetrie der Lagrangedichte tritt flir den
Grenzfall verschwindender Quarkmassen auf und wird im Folgenden n#her betrachtet.

2.3.1. Chirale Symmetrie

Mit Hilfe der chiralen Projektionsoperatoren
1 1
P = 5(]1 — ) und PR = 5(]1 +75), (2.6)

die den iiblichen Projektor-Eigenschaften® unterliegen, lassen sich die Quark-Felder gemaf

qr = (PL+ Pr)ar = qsL + 4R, (2.7)

in links- und rechtshéndige Anteile zerlegen, die aufgrund der Antikommutations-Relationen
der y-Matrizen keine Eigenzustinde des C- und P-Operators darstellen [6].

Die Lagrangedichte in Gl. (2.1) nimmt nach chiraler Zerlegung der Quarkfelder nach GI.
(2.7) folgende Gestalt an®:

Ny Ny
_ . . _ _ 1
Locp = ) [arLiPasy +arribapr] = Y lapumearr + Grrmpape] — 5 GawGh”
=1 j=1

(2.8)

Die Massenterme des Dirac-Operators mischen augenscheinlich die links- und rechtshéndi-
gen Anteile der Quarkfelder.

Betrachtet man die empirischen Massen der Quarks (vgl. Tabelle 2.1), wird deutlich,
dass sich diese anhand der Skala Aqcp = 1GeV, die sich an der Protonmasse (m, ~
938,27 MeV) orientiert |7], in drei , leichte* und drei ,,schwere“ Quarks gruppieren lassen:

My, Md, Ms < Agep < M, My, My . (2.9)

In Relation zur betreffenden Skala bietet der chirale Grenzfall” verschwindener Quarkmas-
sen liber die Lagrangedichte

3

_ . _ . 1
Lcp = Z [@r.LiDarL + GrriDarr] — ZGWVGQ“’ (2.10)
F=1

flir die drei leichten Quarks up, down und strange also eine erste Naherung.

Des Weiteren liegt es nahe, im Hinblick auf die offensichtlich komplexe Erzeugung der
Hadronenmassen (z.B. m, > 2m,+mq) einen perturbativen Ansatz bzgl. der Quarkmassen
aufzubauen, der schlussendlich die chirale Storungstheorie (kurz: xPT) begriindet.

5 Die Vollstandigkeits- und Orthogonalitéits-Relationen sowie die Idempotenz folgen unmittelbar aus den
Eigenschaften der vs-Matrix (vgl. App. B)

6 Unter Verwendung der Feynman-Notation fiir Operatoren O: "0, := @

7 Man spricht fiir masselose Teilchen von Helizitt, die nunmehr eine diskrete GroRe darstellt
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Der chirale Grenzfall der QCD in Gleichung (2.10) ist nunmehr invariant unter einer glo-
balen chiralen U(3)r,xU(3)g-Transformation der links- und rechtshindigen Quarkflavor-
Tripletts, die sich durch

uy,
Aa .
di, | ==qu — ULqL :=exp [—IZ@La ]eXp[ iOL] gL
SL
UR 8
Aa .
bzw. dr | :=qr — Urgr :=exp [_IZ@R“ 5 ] exp [—1ORr] ¢r (2.11)
SR a=1

in eine SU(3)p, xSU(3)r xU(1)1, xU(1)g-Symmetrie zerlegen lasst.

2.3.2. Das Noether-Theorem

Ausgehend von der Kernaussage des Noether-Theorems, fiihren diese Symmetrie-Trans-
formationen zu insgesamt 2(8 + 1) = 18 erhaltenen Noether-Strémen bzw. -Ladungen
[8,9]. Nach der allgemeinen Formel

26L
B
7= 50,0,

i=1,..,18 (2.12)
fiir infinitesimale Transformationen bzgl. Gl. (2.11) der Form

qry. = Urngryn = (14 0Ug/L) qry (2.13a)

sodass  LAep — L4ep ~ L{cp + 0Lyep - (2.13b)

ergeben sich die insgesamt 18 erhaltenen Strome zu:

6L /\ 6L A
po_ ZZQCD _ o QCD _ ~  ula
Lo =355 Or. = a7 54 Ry 99,6m.4 IR 5 4R (2.14)
DSLY 5L
= 887%; =@y, R = —3 %R = qrY"qR - (2.15)
"
Die betreffenden Divergenzen

o Jt = Z((Saﬁ 0 i=1,..,18. (2.16)

ergeben sich jeweils zu Null. Um die so gewonnenen Strome in axiale und vektorielle Grofsen
umzuschreiben, werden die Linear-Kombinationen

A A
VI =R+ L= e, AL=Ri- L= (2.17)
VM =R 4 LM = qy'q, At = RM — LM = qy!ysq (2.18)

eingefiihrt, sodass die neun vektoriellen Stréme positives, und die neun axialen® Stréme
negatives Paritétsverhalten aufweisen. Die zugrunde liegende Symmetrie-Gruppe kann nun
durch SU(3)axSU(3)yxU(1)axU(1)y angegeben werden und wird im Folgenden bzgl.
ihrer Untergruppen analysiert.

8 Die Groken Al sind nicht mit den Gluonen-Feldern A, , in Kap. 2.2 zu verwechseln
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Die U(1)y-Symmetrie und die damit verbundene Erhaltungsgrofe

Qv = /dgm VO = /d?’x qTq = DB= Ig ; ng (2.19)

spiegelt die Baryonenzahl-Erhaltung? wider und wird weitergehend als implizit angenom-
men und nicht ndhergehend besprochen.

Betrachtet man die Divergenz der U(1)a-Symmetrie, zeigt sich ein Verhalten, das als
axiale bzw. chirale Anomalie bezeichnet wird. Aufgrund von Quanteneffekten ergibt sich
ein nichtverschwindender endlicher Wert

393 v (ypo
O A" = %ewm(}g‘ G* (2.20)
bzgl. des korrespondierenden Noether-Stroms fir Ny =3 Quarkflavors [1]. Diese, auch
Adler-Bell-Jackiw-Anomalie genannte explizite Brechung der U(1)-Symmetrie, hat einige
wichtige physikalische Folgen:

Zum einen beschreibt sie den natiirlich vorkommenden Zerfall 70 — vy , dessen em-
pirische Zerfallsrate im Hinblick auf die relativ kleine Pionmasse als zu groff erscheinen
wiirde [10]. Zum anderen erklart sie die vergleichsweise grofte Masse des 1’-Mesons, das oft
als neuntes Meson bzw. Singulett-Zustand zum Mesonen-Oktett gesehen wird (s. [11,12]
u. Kap. 3.1.3).

Die weitere Entwicklung der chiralen Storungstheorie beschrankt sich auf die jeweils
acht in Gl. (2.17) gegebenen vektoriellen und axialen Strome V}' und A4, die mit ei-
ner SU(3)axSU(3)y-Symmetrie korrespondieren. Erweitert man die Lagrangedichte der
Theorie wieder durch Massenterme der Form

Ly = —qMg, (2.21a)
mit M = diag(my, mq, ms) , (2.21b)
sodass Lqcp = EOQCD + L, (2.21c)

nehmen die Divergenzen der betreffenden Strome von Null verschiedene Werte an [1]:

8uvau =1iq |:M7 )\2(l:| q, auA'(LZL =1iq7s {M7 )\;} q. (222)

Auf Grundlage der bisher gefundenen Zusammenhénge lassen sich vorldufig folgende
Ergebnisse bzgl. der vier verschiedenen Symmetrie-Untergruppen der Gruppe
SU(3)axSU(3)yxU(1)axU(1)y zusammenfassen:

U(1)y: Der vektorielle Strom V# = gy*q spiegelt den Baryonenstrom wider. Die iiber
ihn definierte Erhaltungsgrofe, die Baryonenzahl B, ist fiir masselose und massive
Quarks gleichermafsen erhalten, und wird daher als implizit betrachtet.

U(1)a: Die axiale Anomalie bricht die betreffende U(1)a-Symmetrie explizit, sodass diese
fiir die xPT, die auf spontaner Symmetriebrechung basiert, nicht weiter von Belang
ist. Dieses quantenmechanische Phanomen hat allerdings wichtige physikalische Fol-
gen und soll in Kap. 3.1.3 im Hinblick auf das n’-Meson kurz wieder aufgegriffen
werden. Massenterme der Form (2.21a) in der Lagrangedichte liefern dariiber hin-
aus zusétzliche Beitrige zur nichtverschwindenen Divergenz des korrespondierenden
Stroms A" = gvHy5q .

° Fiir Baryonen nimmt diese den Wert +1, fiir Antibaryonen den Wert -1 und weitergehend fiir Quarks
bzw. Antiquarks die Werte :I:% an
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SU3)v:

SU(3)a:

Aufgrund der Kommutations-Relation (2.22) in der Divergenz der vektoriellen Strome
V4 bleibt diese Symmetrie fiir entartete Quarkmassen erhalten. Da diese Massenent-
artung gemessen an der Skala Aqcp durchaus plausibel erscheint, griindeten bspw.
Murray Gell-Mann und Yuval Ne’eman 1964 ihr erstes Modell der starken Wechsel-
wirkung auf der Erhaltung dieser Symmetrie, um das bis dahin bekannte Teilchen-
spektrum zu erkléren [13]. Die Annahme einer zugrunde liegenden SU(3)-Symmetrie
der starken Wechselwirkung bezog sich zur damaligen Zeit aufgrund der experimen-
tellen Unkenntnis der drei schweren Quarks auf Flavor-Tripletts. Spater wurde diese
durch das Postulat eines weiteren Freiheitsgrades (der Farbladung) durch die SU(3)c-
Symmetrie ersetzt und weitere Quarks wurden vorhergesagt und nachgewiesen. Fiir
die folgenden Ausfiihrungen dieser Arbeit gilt die Annahme von drei Flavors (up,
down und strange) ohne Massenentartung.

Die acht axialen Strome A} erhalten durch nichtverschwindende Massenterme jegli-
cher Art eine endliche Divergenz, sodass die zugrunde liegende Symmetrie explizit
gebrochen ist. Um das Spektrum der Mesonen zu erklaren, bedarf es allerdings einer
vorangestellten spontanen Symmetriebrechung der SU(3)4.

Im folgenden Kapitel wird das Konzept der xPT auf der Kombination einer spontanen und
einer durch kleine Quarkmassen induzierten expliziten Symmetriebrechung aufgebaut.
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3. Die chirale Storungstheorie

Berticksichtigt man die im letzten Kapitel gefundene SU(3) s x SU(3)y-Symmetrie der QCD-
Lagrangedichte, liegt die Vermutung nahe, dass sich die Baryonen- und insbesondere die
Mesonen-Zustinde in Multipletts bzgl. dieser Gruppe anordnen. Unter Hinzunahme der
Ladungs-Operatoren

Qva = /d% V) = /d3$ (IT%Q und  Qag = /d3x A = /d3x qT%%q,

(3.1)

die sich aus den entsprechenden Strémen in Gl. (2.17) ergeben, wiirde sich im Fall einer
exakten SU(3)a xSU(3)y-Symmetrie ein bzgl. der Paritét entartetes Teilchenspektrum zei-
gen.

Bewelis:

Sei |n) Eigenzustand von HOQCD mit H%CD [ny = E,|n)  und 0.B.d.A.  P|n)=+|n),
dann gilt mit  |¢) = Qaen):

Hoop [6) = HoepQaa In) = Qa.aMiep In) = QaaEn In) = EnQaun) = En ) . (3.2)

(3.2a)

Der Zusammenhang (3.2a) folgt aus dem Coleman’schen Theorem [14] und der Annahme
einer exakten SU(3)a-Symmetrie:

Coleman
<~

SU(3)a exakt = Qaql0) =0 [Qa.a Hocp] = 0. (3.2a)

Neben der Eigenwertgleichung (3.2) lasst sich iiber die implizite Paritit der axialen Ladung
die Gesamtparitit des Zustands |¢) ermitteln:

P|¢) = PQaaln) = PQaoP ' Pln) = —Qa. (+|n) = —0) . (3:3)

O

Die Annahme einer exakten SU(3)a-Symmetrie impliziert also zu jedem Zustand |n) po-
sitiver Paritiit einen energie-(bzw. massen-)entarteten!? Zustand |¢) negativer Paritit.
Da dies weder im Baryonen-, noch im Mesonen-Sektor beobachtet wird, kann eine durch
QA |0) # 0 induzierte spontane Symmetriebrechung von SU(3)a xSU(3)y auf SU(3)y
angenommen werden.

3.1. Spontane Symmetriebrechung und Goldstone-Theorem

Um die spontane Brechung der SU(3)4-Symmetrie zu erklaren, bietet es sich zunéchst an,
ein Minimalbeispiel zu betrachten: Sei ® ein komplexes skalares Feld mit der allgemeinen
Lagrangedichte

= Loy oe- (ora 2 (@0a) mit B i— (B +iBy),  (3.4)
- 2 12 2 4 I L \/i 1 2) .
=V(®P)

sodass die so beschriebene renormierbare ®*-Theorie eine globale U(1)-Symmetrie besitzt.
Das Potential V(®) werde weitergehend im Grundzustand durch den Vakuumerwartungs-

10 Fiir Quarkmassen mit mg < Aqop  sollte dies zumindest ndherungsweise erfiillt sein
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wert (VEV) des Feldes minimiert:

(0] @ |0) := Py, sodass

= By = {O,i _T2} : (3.6)

Da das Feld unter der U(1)-Symmetrie so transformiert werden kann, dass ®p 0.B.d.A. nur
reelle Werte annimmt (vgl. Gl. 3.6), kann das Potential bzgl. einer Fallunterscheidung in
m? folgendermaken in ®; skizziert werden:

=0 (3.5)

V(®1)
)

——m?>0

——m?2<o0

—m2
+ = +4(e)

Abbildung 3.1: Skizzierter Verlauf von V' (®1) Abbildung 3.2: Potential mit Storung: V(®1) + e®;

In Abb. 3.1 und Gl. (3.6) werden zwei Fille erkennbar:

(i) Fiir m? > 0 existiert genau eine reelle Losung fiir das Minimum des Potentials
bei ®9 = 0. Der VEV des Feldes verschwindet also und die zugrunde liegende
Symmetrie ist damit exakt.  ( Wigner- Weyl-Modus)

(ii) Wahlt man m? <0, ergeben sich drei reelle Extremstellen des Potentials, von de-

nen zwei den Minima  ®4 1= £,/ _Tm2 entsprechen.  (Nambu-Goldstone-Modus)

Die Auswahl eines der beiden Minima im Fall (ii) durch infinitesimale Fluktuationen
fithrt nun dazu, dass die U(1)-Symmetrie der urpriinglichen Lagrangedichte zwar im Sinne
des Noether-Theorems erfiillt, allerdings durch den nichtverschwindenden VEV des Feldes
spontan gebrochen ist.

Ein Uberlagerungszustand der positiven und negativen Losung ist i.A. nicht méglich,
da das Feld durch beliebig kleine ungerade Stérungen des Potentials V' (®) auf einen der
beiden moglichen VEVs festgelegt (vgl. Abb. 3.2 u. [1]) wird.

3.1.1. Brechung einer gobalen nicht-abelschen SO(3)-Symmetrie

Analog zu Gl (3.4) lisst sich fiir ein reelles vektorielles Feld & = (&1, ®,, ®3) die renor-
mierbare Lagrangedichte

1 2 A
L= S0,8:0"®; — (”;qnq)i + 4(<I>@-<I>@-)4> i=1,2,3. (3.7)

=V(®)

formulieren.
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Diese unterliegt einer globalen SO(3)-Symmetrie bzgl. der Symmetrie-Transformation
(s. App. D):

3
d® — exp [—iZ@aTa

a=1

$:=UD. (3.8)

Bestimmt man das Minimum des Potentials V(®), ergibt sich:

- [ —m2
|q)0‘ = T = \/q)io + @%’0 + @%70 =. (39)

Der VEV des Feldes kann in diesem Fall also nicht mehr zwei diskrete reelle Werte anneh-
men, sondern bildet eine (3-1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Aufgrund der urspriinglichen
SO(3)-Symmetrie, lasst sich ® 0.B.d.A. so transformieren, dass nach Symmetriebrechung
bzw. Auswahl eines Grundzustandes aus Gl. (3.9) gilt:

0
do=v]|0], (3.10a)
1
mit 18 #0, Thde#0 und T3Py =0. (3.10Db)

Vor und nach Festlegung des Grundzustandes lasst sich die spontan gebrochene Symmetrie
des vektoriellen Feldes analog zu Abb. 3.1 und 3.2 durch die in Abb. 3.3 und 3.4 gegebenen
Skizzen darstellen.!!

Abbildung 3.3: Potential: V(®1,®3) mit Abbildung 3.4: Gestortes Potential
rot gefarbten Minima V(®1,P3) — eP3

Da der VEV der dritten Feldkomponente einen nichtverschwindenden Wert v angenommen
hat, wurde die vollstandige Drehsymmetrie SO(3) also spontan auf die Gruppe SO(2)
gebrochen, die nur noch zweidimensionale Drehungen zulisst !2.

Um die verbleibenden Freiheitsgrade zu charakterisieren, wird ®3 gemafs

Py =v+¢ (3.11)

um v entwickelt und in die Lagrangedichte eingesetzt. Unter Vernachlassigung konstanter

I Dabei wurde der Plot 0.B.d.A. auf die Komponenten ®; und ®3 beschrinkt
12 Im spéteren Verlauf wird sich zeigen, dass der endliche VEV fiir die spontane chirale Symmetriebrechung
einem nichtverschwindenden Quark-Antiquark-Kondensat <(7q> entspricht
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Terme transformiert sich die Lagrangedichte mit der neuen Feldkomponente ¢ zu

L= %@@k@“@k + %8,@8% k=1,2
- (; (—2m?) ¢* + Xvg (B Py, + ¢%) + % ((¢k<1>k)2 + ¢2)2> . (3.12)

3.1.2. Goldstone-Theorem

Nach spontaner Symmetriebrechung &ufsern sich die drei Freiheitsgrade der Lagrange-
dichte also in zwei masselosen bosonischen Feldern ®;2 und einem Boson!® der Masse
mi = —2m?. Betrachtet man die zu T, korrespondierenden (Gl. 3.8) Generatoren Q, im

Hilbertraum, sodass die Symmetrie-Transformation der Felder iiber

3 3
1 Z @be (i; exp [—1 Z @ch
c=1 c=1

dargestellt werden kann, folgt nach [1] mit der generischen Darstellung der Drehmatrizen
(s. App. D):

3
d - exp [—iZ@aTa

a=1

® = exp (3.13)

(0] @5 |0) = (0] exp [ngg] By exp {—i%@z} 0) £ v, (3.14a)
=  (2]0) #0, wegen (0| @110) =0. (3.14b)

Analoges ergibt sich fiir den Generator (1 und damit insgesamt:

(0] @1 ]0) =0 @110) # 0,
([@:]0)=0 & Q2]0) #0, (3.15)
(0] @310) = v Q3|0)=0.

Zusammenfassend werden durch die spontane Symmetriebrechung bzgl. der beiden Gene-
ratoren (J12 also zwei masselose Bosonen erzeugt. Das Goldstone-Theorem verallgemeinert
dies folgendermafsen:

Bei der spontanen Brechung einer exakten Symmetriegruppe G mit insgesamt ng Ge-
neratoren zu einer verbleibenden Gruppe H mit ny Generatoren entstehen dimG/H =
ng —ng masselose Golstone-Bosonen [16].

3.1.3. Explizite Symmetriebrechung

Wird der in Kap. 3.1.1. beschriebenen Lagrangedichte beispielhaft ein explizit symmetrie-
brechender Term geméis

L — L+ ads (3.16)

hinzugefiigt, finden sich in der Gleichung zur Bestimmung des Potential-Minimums iiber die
einfachen partiellen Feldableitungen konstante Storterme mit nichtlinearen Abhéngigkeiten
in a. Entwickelt man die Losung fiir kleine Werte der so definierten perturbativen Grofse,
ergibt sich

2

(0] @3 |0) = + +a + O(a?) (3.17)

—m 1
A 2m?
als neuer Ausdruck fiir den VEV.

13 Die Entsprechung dieses Teilchens im Rahmen der elektroschwachen Symmetriebrechung ist das bekannte
Higgs-Boson



3. Die chirale Stérungstheorie 16

Nach Einsetzen in die Lagrangedichte finden sich analog zu Gl. (3.12) in erster Ordnung
folgende Werte fiir die nun endlichen Massen der Goldstone-Bosonen:

A
mg, =ms, = ay| — 3 + 0(a?). (3.18)

Auf die eingefiihrte chirale Symmetriegruppe SU(3)a xSU(3)y der QCD mit drei Quark-
flavors iibertragen bedeutet dies:

(i) Die exakte SU(3)a xSU(3)y-Symmetrie wird spontan zur SU(3)y gebrochen, sodass
(na+nyv)—ny =8 masselose Goldstone-Bosonen entstehen. Die symmetriebrechen-
den Operatoren, die das Vakuum nach spontaner Brechung nicht mehr vernichten,
entsprechen den korrespondierenden Noether-Ladungen in GL. (3.1): Qa4 |0) # 0.

(ii) Da die SU(3)a-Symmetrie durch die nichtverschwindenden Quarkmassen auferdem
explizit gebrochen wird, erhalten die entstandenen Zusténde eine endliche Masse (vgl.
Gl. (3.18)) - man spricht von Pseudo-Goldstone-Bosonen. Diese kénnen nach ihren
Quantenzahlen im Mesonen-Oktett dargestellt werden:

S
K°(498) K™ (494)
Ve e
o @
0
m (140) g (135) " (140)
: @
;(548)
K- (494) R/O (498)
-1 o @
} } } IS
_ 1 1
1 -1 0 +3 +1

Abbildung 3.5: Oktettdarstellung der pseudoskalaren Mesonen aufgespalten anhand der Quantenzahlen
Strangeness S und starkem Isopin /g mit Quarkinhalt und jeweiliger Mesonenmasse in MeV
[15]

Zieht man den Vergleich der in (i) beschriebenen spontanen Symmetriebrechung mit dem
als Higgs-Mechanismus bekannten elektroschwachen Analogon, liegt die Vermutung na-
he, dass entsprechend zum massiven Higgs-Boson ein in Gl. (3.12) beschriebenes massives
bosonisches skalares Feld erzeugt wird. Tatsachlich existiert mit dem 7’ ein neuntes pseu-
doskalares Meson, das sich aus den drei leichten Quarkflavors ergibt und dessen Masse mit
my =~ 958 MeV  in der Grokenordnung von Aqep liegt [15]. Deutlicher wird die Rolle des
neunten Mesons aus einer anderen Perspektive:

In [11] und [12] wird die Masse des 1’ durch die axiale U(1)s-Anomalie erklart. Unter Ver-
nachléssigung der expliziten Brechung dieser Symmetrie wiirde eine spontane Symmetrie-
brechung der Form U(3)axSU(3)y — SU(3)y zu insgesamt neun Pseudo-Goldstone-
Bosonen mit kleiner endlicher Masse fithren. Da der Anteil der U(1)a allerdings unab-
héngig von der Quark-Masse explizit gebrochen ist, ,,bewahrt“ die chirale Anomalie das
n' gewissermafien davor, als leichtes Pseudo-Goldstone-Boson aus der spontanen Symme-
triebrechung hervorzugehen [11]. Insgesamt ergibt sich damit eine Kondensation von zwei
Tripletts zu einem Oktett und einem Singulett: 3®3 =8® 1. Diese Betrachtung wird
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durch die empirische Beobachtung gestiitzt, dass fiir hochenergetische Stofle, in denen die
U(1)a-Symmetrie teilweise restauriert wird, das ' mit einer um etwa 200 MeV reduzierten
Masse nachgewiesen wird. Die folgenden Abschnitte der Arbeit sollen sich weitergehend
auf das in Abb. 3.5 dargestellte Mesonen-Oktett beschrinken.

3.2. Das (pseudo-)skalare Quarkkondensat

Bisher konnte die Existenz von acht im Vergleich zur Massenskala leichten Pseudo-Gold-
stone-Bosonen durch spontane und explizite Symmetriebrechung der SU(3)a hergeleitet
werden. Um den Quarkinhalt dieser Teilchen mit dem Quark-Antiquark-Kondensat in Ver-
bindung zu bringen, werden die jeweils neun skalaren und pseudoskalaren Quarkdichten'

Sa(z) = q(x)Aag(x), P,(x) := q(x)y5 aq(z) i=0,..,8, (3.19a)

mit  Ag = \/g]l (3.19D)

definiert, sodass diese positives bzw. negatives Paritétsverhalten aufweisen. Nach [1] erge-
ben sich damit {iber die Vertauschungsrelationen der Generatoren A, die Kommutatoren

[Qv,a(t), So(x)] =0 a=1,..,8, (3.20a)
und  [Qva(t) — IZfabc o a,b=1,..8, (3.20b)
o Sa(x) = —% Z Fare [Quo(t), Su(@)]  a=1,..8,  (3.200)

b,c

fiir die skalaren Quarkdichten.
Aus Gl. (3.20b) folgt dann wegen Qv 4(t)|0) =0 im chiralen Grenzfall:

8
0= (0] [Qv.a(t), S = (0]i Zfabc 10) = (01> fabeSe(0) [0) . (3.21)
c=1

|0) translationsinvariant

Fasst man das Ergebnis in Gl. (3.21) fiir alle a,b=1,...,8 zusammen, erhilt man'>

(uu) = (dd) = (5s). (3.22)

Da fiir das skalare Singulett Sp(z) nach Gl. (3.20a) keine zu (3.21) analoge Aussage moglich
ist, kann (0| Sp(0)|0) # 0 angenommen werden, sodass mit (3.22) gilt:

3(uu) = 3(dd) = 3(ss) = (uu+ dd + 3s) = (qq) #0. (3.23)

Betrachtet man analog die Kommutatoren der pseudoskalaren Quarkdichten P,(y), ergibt
sich:

au + dd a=1,2,3,
. uu + 55 a=4,5,
I[QA,a(t)7Pa(:E)] = Jd+.§s a=6.7 (324)

%(au+a?,d+4§s) a=28.

14 Aus mathematischen Griinden wird hier entgegen der Konvention die raum-zeitliche Abhéngigkeit der
Felder und Operatoren explizit angegeben
15 Im Folgenden wird die Notation <q‘q> := (0] gq|0) verwendet
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Unter Annahme eines nichtverschwindenden gg-Kondensates (Gl. (3.23)) findet sich schluss-
endlich:

(0111Qaa0) Pa(@)] 10) = 5(74) #0 (3.25)
& Qa.at)[0) #0. (3.25b)

Dieser Zusammenhang beschreibt die Abhéngigkeit eines nichtverschwindenden Quark-
Antiquark-Kondensates als gebundenen Zustand von der spontanen Symmetriebrechung
der SU(3)a durch die Operatoren Qa 4(t).

Die acht interpolierenden Felder ¢,

Ga = 1qV5Naq a=1,..,8, (3.26)

die den pseudoskalaren Quark-Antiquark-Kondensaten entsprechen, konnen so im chiralen
Grenzfall mit den acht masselosen Goldstone-Bosonen identifiziert werden.

3.3. Parametrisierung und Transformationsverhalten der
Goldstone-Bosonen

Um mit den bisher gewonnenen theoretischen Erkenntnissen physikalische Gegebenheiten
und Groéfsen zu untersuchen, wird in den folgenden Kapiteln eine effektive Theorie und
daraus folgend die effektive Lagrangedichte der Mesonen konstruiert. Da die Felder in GI.
(3.26) unter chiraler Transformation geméf Gl. (2.11) ein kompliziertes Verhalten aufwei-
sen, muss im Folgenden eine Darstellung gefunden werden, die einem einfachen linearen
Transformationsverhalten unterliegt.

Ausgehend von einer linearen Parametrisierung, die nichtlinear transformiert, liegt es
nahe, dass eine geeignete nichtlineare Darstellung linear transformiert. Eine {ibliche Para-
metrisierung der acht Felder ¢, im chiralen Grenzfall nach [17] geméfs

b 7 ¢ e Vot V2K
o= "[=|K = Y Mada=| V2rr -4 on V2K |
e = VEKS VARY -y
b
(3.27)
mit at = L (m1 Fime) K+ .= L (K4 FiK5)
V2 ’ V2 ’
1 _ 1
K%:= — (K¢ —iK7) , K .= — (K¢ +iK7) , 3.28
\/5( 6 7) ﬁ( 6 7) (3.28)
70 = 73 und n =1

ergibt die nichtlineare Exponentialdarstellung

. 8
U = exp [1;0 3 /\a¢a] . (3.29)
a=1

Der Parameter Fj soll zunéchst ohne weitere Definition als Konstante der Massendimension
(+1) angesehen werden, sodass das Argument der Exponentialfunktion dimensionslos ist.
Die Variablen der Goldstone-Bosonen sind lokal isomorph!® zur Faktorgruppe G/H der
Linksnebenklassen von H.

16 Der Beweis der Isomorphie ist in wenigen Schritten unter anderem in den Quellen [1] und [17] nachzulesen
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Diese sind definiert iiber
G/H ={gH|g € G} , mit gH ={ghlh € H;g € G} . (3.30)

G und H sind dabei durch die Symmetriegruppen SU(3)4 xSU(3)y und SU(3)y vor und
nach der spontanen Symmetriebrechung gegeben. Damit findet sich fiir die Gruppen G und
H:

G := {(L,R)|L,R e SU(3)} = SU(3) x SU(3), (3.31a)
H:={(V,V)] V €SU®3)}~SU(®3) (3.31b)

und die Linksnebenklasse §H € G/H bzgl. §=(L,R) € G:

gH = (LV,RV) = (LV, RL'LV) = (1,RL") (LV,LV) . (3:32)
N—_—— N——
=(LU) €H, da (L,L)eH

Die Matrix U lésst sich also eindeutig durch RLT darstellen [17]. Eine (chirale) Transfor-
mation der Linksnebenklasse gH erfolgt nach Definition durch Multiplikation mit einem
g=(L,R) € G, sodass:

g§H = (L, RRL"YH = (1, RRL'L") (L, L)H = (1, R (RL") L")H . (3.33)
H U
c =

Daraus ergibt sich fiir das Transformationsverhalten der Mesonen-Feldmatrix U unter chi-
raler Transformation schlussendlich die geforderte einfache lineare Operation

U — RUL'. (3.34)

Bzgl. der zu SU(3)y korrespondierenden Matrizen (R,L) = (V,V) transformieren die
durch U nichtlinear parametrisierten Felder immer noch wie ein Oktett. Fiir Matrizen
(AT, A) aus der axialen Symmetriegruppe weisen sie dagegen nun ein nichtlineares Verhal-
ten auf.

3.4. Effektive Feldtheorie

Der Grundgedanke einer effektiven (Quanten-)Feldtheorie beruht auf der Entwicklung einer
effektiven Lagrangedichte in einer unendlichen Summe aus Termen, die neben den festen
Gesetzen der Kausalitdt, Unitaritat und dem Clusterzerlegungsprinzip ausschlieflich durch
die Symmetrien der fundamentalen Theorie definiert werden [18].

Nach Weinberg liefert die so konstruierte Lagrangedichte unter Beriicksichtigung aller
moglichen Terme die allgemeinste S-Matrix und damit die exakte Theorie. Die Freiheits-
grade der effektiven Theorie miissen dabei nicht den Freiheitsgraden der fundamentalen
Theorie entsprechen - die drei fundamentalen Quarks der QCD-Lagrangedichte fiir drei
Flavors werden bspw. in der effektiven Theorie durch die in Kap. 3.3 definierte Parametri-
sierung der Mesonenfelder ersetzt.

Entwickelt man die so gefundene effektive Lagrangedichte bzgl. einer bestimmten Energie-
skala, konnen die Terme nach ihrem Beitrag geordnet und die unendliche Summe in guter
Néherung nach einer endlichen Anzahl von Gliedern abgebrochen werden. Ein Resultat
dieser Konstruktion ist, dass effektive Theorien in vielen Féllen nicht renormierbar sind.

3.4.1. Effektive Wechselwirkung skalarer Felder

Um die physikalischen Hintergriinde effektiver Feldtheorien zu erfassen, bietet es sich an, ein
einfaches Beispiel heranzuziehen. Betrachtet man die fundamentale Theorie zweier massiver
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skalarer Felder ¢ und ¢, lasst sich bspw. folgende Lagrangedichte mit einem trilinearen
Wechselwirkungsterm definieren:

1 1
L= 5 (Q@@“(ﬁ — M2¢2) + 3 (6%08“(,0 — m2<p2) — Zo?. (3.35)
Dabei sei durch M2 > m?  eine zugrunde liegende Skala definiert. Aus den Euler-

Lagrange-Gleichungen!”

A
O¢ + M?¢ + 5902 =0, (3.36a)
O +m*p + Apdp =0, (3.36b)
folgt unmittelbar
A2 1
O 2p - 2-0. :
ptmip = oime T+ 5 =0 (3.37)

——
~1 fiir M2>m?2

Das ,,schwere® Feld ¢ kommt fiir die Grenzwertbetrachtung % — 1 nicht mehr explizit
in der Bewegungsgleichung vor. Die so gegebene effektive Bewegungsgleichung leitet sich
in fithrender Ordnung weitergehend aus der effektiven Lagrangedichte

1
Lo = 5 (800" — m2p?) +

A2y

her. Fiir den Grenzwert p? < M? geht der Propagator von ¢ in Gl. (3.37) also in einen
konstanten Term iiber und die Austauschwechselwirkung reduziert sich zu einem 4-Vertex:

~ 1 1

2\ _ .. 2 2
b2 P4 D2 y2 b2 yZ
\ / ‘\I,v’ \\)(,,
- + ¢(p) + s

e o(p
A o) JEUNE 4 o0 X
b1 ps3 p1 D3 p1 b3
p2 P4
\\ //
:> /v\
// \\
p1 - N p3

Abbildung 3.6:  ¢(p1) + @(p2) = ©(p3) + ¢(p4) in fundamentaler und effektiver Theorie

Die Masse M stellt also eine Skala fiir den Impulsiibertrag p zwischen Teilchen ¢ im -
Wechselwirkungsterm in Gl. (3.38) dar, unterhalb derer die effektive Feldtheorie giiltig ist
und der Propagator in einen 4er-Vertex iibergeht (vgl. Abb. 3.6). Es ist allerdings weiterhin
festzuhalten, dass die Lagrangedichte in Gl. (3.38) aufgrund der Massendimension i.A.
renormierbar ist. Analog zu dieser Herangehensweise leitet sich Fermi’s nicht renormierbare
4-Fermion- Wechselwirkung her, in der die verhéltnisméfig grofse Masse der schwachen
Eichbosonen die zu M analoge Skala liefert.

17 Der D’Alembertoperator [ ist gegeben durch [ := 9,,0"
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3.4.2. Das Weinberg’sche Zihlschema

Analog zum Minimalbeispiel aus Kap. 3.4.1 kann eine effektive Lagrangedichte aufbau-
end auf der QCD konstruiert werden, deren fundamentale Freiheitsgrade in Form von
Quarks und Gluonen verschwinden und durch neue in der Darstellung der Mesonenfelder
in Gl (3.29) ersetzt werden. Dies ist physikalisch konsistent mit der Annahme, dass die
Elementarteilchen im Niederenergie-Regime aufgrund des Confinements in kondensierten
Zustanden gebunden sind.

Die Entwicklung des Wechselwirkungsterms im Minimalbeispiel (Kap. 3.4.1) wurde nach
der fiihrenden Ordnung abgebrochen. Es ist ersichtlich, dass weitere Ordnungen eine Sum-
me aus Termen  Lg, ~ p?® liefern, sodass die effektive Lagrangedichte i.A. die Form

Log = Z Loy = Lo+ Ly + ... (3.40)

n=1

annimmt. Diese Entwicklung kann fiir niedrige Energien p? < AQQCD nach einer endli-
chen Ordnung abgebrochen werden. Um das Schema auf allgemeine Terme bzgl. der Pa-
rametrisierung (3.29) anzuwenden, muss eine Methode gefunden werden, nach derer diese
in ihrer Ordnung sortiert bzw. ,,abgezahlt* werden. Das Weinberg’sche Zihlschema ordnet
die in der allgemeinen Streuamplitude M auftretenden Diagramme bzw. Terme anhand
eines Skalenfaktors ¢, mit dem die dufleren Mesonenmassen M und -impulse p sowie die
Quarkmassen m skaliert und die Terme ¢ der Streuamplitude sortiert werden kénnen:

M — tM, p — tp und m — t*m, (3.41a)
sodass M;(tp, t2M?) — tP M;(p, M?). (3.41b)

Die Potenz D der Skalierung der Streuamplituden wird chirale Dimension genannt. Anhand
der Transformationen in Gl. (3.41a) wird erkennbar, dass fiir ,kleine“ Werte von M, p
und m, gemessen an einer festen Skala Aqcp, Diagramme mit hoher chiraler Dimension
unterdriickt sind.

D H Ny, ‘ k ‘ Noy, H Diagramm
2 0 1 0 || =-=-=-=-=-- —————
~
1 1 !
1 ——— - -
4
0 2 e O e
\’"\
1 B el O e
\ \
»/
2 1 oy
6 4 \
2 -———- -
\ I
>
~
1 2 1 !
-——— - - -

Tabelle 3.1: Diagramme der effektiven Mesonen-Lagrangedichte fiir die drei niedrigsten chiralen Dimensionen
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Die allgemeine effektive Lagrangedichte aus Gl. (3.40) kann also nach Summanden einer
endlichen Ordnung n abgebrochen werden. Weinberg hat die chirale Dimension eines Dia-
gramms anhand seiner Schleifen- und Vertex-Zahlen Ny und Ny, bestimmt. Uber das
Skalierungsverhalten der impulserhaltenden Deltafunktionen in den Vertices und der Pro-
pagatorterme der inneren Linien N; ergibt sich folgende Bezichung [18]:

D=2+ 2(k—1)Ny+2Ny, da  Ny=Np+ (Ny—1). (3.42)
k=1

Die moglichen Diagramme, die sich bis zur chiralen Dimension D =6 ergeben, sind
in Tab. 3.1 anhand ihrer Vertex- und Schleifenzahlen sortiert und illustriert.

3.5. Konstruktion der effektiven Lagrangedichte fiir Mesonen

Mit der Exponentialdarstellung der Mesonenfelder (3.29) und dem entsprechenden chiralen
Transformationsverhalten in Gl. (3.34) kénnen nun Terme konstruiert werden, die geordnet
nach ihrer chiralen Dimension die verschiedenen Ordnungen Ls, der effektiven Lagrange-
dichte ergeben. Insgesamt werden vier Grundelemente fiir diese Konstruktion benétigt,
deren Beitrag zur chiralen Ordnung und Tranformationsverhalten unter den geforderten
Symmetrien zunéchst untersucht werden muss:

(i) Die Feldmatrix U der Mesonen
a) Chirale Transformation bzgl. SU(3),xSU(3)r

Das einfache lineare Transformationsverhalten wurde bereits in Kap. 3.3 wie
folgt hergeleitet:

U—RUL', mit ReSUB)y und LeSU®B).. (3.43)

b) Paritét

Da es sich bei den Feldern ¢, in der Parametrisierung von U um pseudos-
kalare Groflen handelt, ergibt sich folgendes Verhalten fiir U unter Paritéts-
Transformation:

.8 .8
PU = exp FLO Z AaPda| = exp FLO Z Aa(—¢a)| =UT. (3.44)
a=1 a=1

¢) Ladungskonjugation

Fiir die Komponenten der Mesonenmatrix ¢ = 2221 Aa®a 1n Gl (3.27) er-
gibt sich

Crt =nT, CKT=KT, CK"=K", Crl =n0, Cn=n

und damit:
1 i T T
CU = exp [OC¢:| = exp {Oqﬁ } =U". (3.45)

Insgesamt lassen sich die bendtigten Symmetrietransformationen also auf relativ ein-
fache mathematische Operationen zuriickfithren. Weitergehend ist Exponentialdar-
stellung der Feldmatrix dimensionslos und enthélt keine Ableitungsterme, sodass sie
die chirale Ordnung O(p) trigt.
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(ii) Die kovariante Ableitung D,U der Feldmatrix bzgl. dufierer Felder

Aufgrund der geforderten Kovarianz von D, transformiert die Ableitung der Feld-
matrix D,U :=09, —ir,U +iUl, vollig analog zu U:

a) Chirale Transformation bzgl. SU(3),xSU(3)r

D, U — R(D,U)L', (3.46)

b) Paritdt und Ladungskonjugation

PDLU) = (DMU)T7 (3.47)
C¢(D,U) = (D, U)'. (3.48)
Des Weiteren tragt D, die Dimension eines Impulses, sodass der Gesamtterm die
chirale Ordnung O(p!) hat.
(iii) AuRere Felder F,

Die rechts- und linkshéndigen Anteile eines allgemeinen Feldstérketensors sind defi-
niert iiber

f}fy =01y — Oy — 1y, ], (3.49a)
f;I:u = 8,ulu - &Jlu —1 [lua lu] (349b)

mit den zugehorigen Feldern r;, und .
a) Chirale Transformation bzgl. SU(3),xSU(3)g

Die so definierten Komponenten von Fj,,, transformieren sich bzgl. der chiralen
Transformation gemaf

% — RfYR' 1, — Rr,R'+iRO,R', (3.50a)
L, — Lf. Lt l, — LI,L'+iLd,L". (3.50b)

b) Paritét
Durch Paritatstransformation werden links- und rechtshéndige Felder vertauscht.
Auferdem entspricht der Vorzeichenwechsel der raumlichen Komponenten einem
Wechsel von kovarianter zu kontravarianter Darstellung, sodass sich insgesamt
PR, = for, Pry=1", (3.51a)
Pfh, = fom, Pl =t (3.51D)

ergibt.

¢) Ladungskonjugation

Unter Ladungskonjugation wird nicht nur die Handigkeit und die Ko- bzw. Kon-
travarianz der betreffenden Gréfsen vertauscht, sondern auch die Stromrichtung
der Felder. Damit zeigt sich folgendes Transformationsverhalten:

Cf = — ()", era=—m7, (3.52a)
cfl, = (/) cly=— )T (3.52b)

Die chirale Ordnung O(p') der Felder entspricht i.A. der eines Impulses, sodass nach
(3.49a/b) fiir Feldstirketensoren die Ordnung O(p?) gefunden wird.
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(iv) Die Massenmatrix M der Quarks

In den vorhergehenden Uberlegungen wurde die chirale Symmetrie der effektiven
Lagrangedichte bzgl. SU(3)gr xSU(3)1, als explizit erhalten angenommen. Aus Kap.
2.3.2 ist bekannt, dass endliche Quarkmassen bzw. eine nichtverschwindende Ma-
trix M diese Symmetrie explizit bricht. Die Anwendung dieses symmetriebrechenden
Mechanismus auf die per Konstruktion symmetrische Lagrangedichte stellt sich als
relativ kompliziert dar. Ein Hilfsmittel, diesen in die Theorie einzubetten, ist die
Spurion-Analyse, im Rahmen derer die Matrix M zunéchst als nicht-konstant un-
ter den geforderten Symmetrietransformationen angesehen wird, sodass betreffende
Terme in £ gerade invariant bleiben. Zur eigentlichen Berechnung der physikalischen
Groken wird das Spurion dann spaterhin wieder als konstante Matrix definiert. Die
Transformationseigenschaften von M, die die geforderten Symmetrieeigenschaften
der Lagrangedichte erhalten, ergeben sich wie folgt:

a) Chirale Transformation bzgl. SU(3),xSU(3)r

M — RML', (3.53)

b) Paritdt und Ladungskonjugation

PM =MT, (3.54)

CM =M, (3.55)

Da die quadratischen Mesonenmassen in niedrigster Ordnung proportional zu den
Quarkmassen sind, hat die Massenmatrix M die chirale Dimension O(p') [19]. Die
Parameter dieser Matrix sind weitergehend Quarkmassen, da sie sich auf Quarks als
Freiheitsgrade beziehen. Um diese konsistent in die neuen Freiheitsgrade der effektive
Theorie integrieren zu kénnen, wird ein skalierender Faktor 2By eingefiihrt, sodass:

X :=2BgM . (3.56)

Das Transformationsverhalten und die chirale Ordnung der vier bzw. fiinf Elemente zur
Konstruktion einer effektiven Lagrangedichte fasst sich dann wie folgt zusammen:

’ Element H SU@B)LxSU(3)r ‘ P ‘ C H Chirale Ordnung ‘
U RULT Ut UT 0"
DU rOU) L | @) (DU)" O@p')
5 RfRRY frm | = ()’ 0@?)
L LfL, Lt from | — (" o)
X RxL! X! X" O@P?)

Tabelle 3.2: Transformationsverhalten und chirale Ordnung der Elemente von L.g

3.5.1. Die fiihrende Ordnung

Konstruiert man die Lagrangedichte fiihrender Ordnung fiir nichtverschwindende Quark-
massen, besteht diese aus Termen bis zur chiralen Ordnung O(p?). Um eine skalare Grofe
aus den matrixwertigen Funktionen zu erhalten, wird in der Lagrangedichte stets die Spur'®
der betreffenden Terme gebildet.

Beitriige der Ordnung O(p®) koénnen nach Tab. 3.2 nur iiber die Feldmatrix U erzeugt
werden. Um weitergehend die Symmetrieforderungen zu erfiillen, sind i.A. Spuren der Form

'8 Die mathematische Schreibweise der Spuren wird nach Konvention abgekiirzt (s. App. A)
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<U U T> denkbar, die allerdings aufgrund der Unitaritdt von U ausschlieklich konstante und
damit vernachléssigbare Terme zu £ beitragen:

oty = wutvvty = . =3, ((uoh)" =3". (3.57)

Die Konstruktion von Ausdriicken der chiralen Ordnung O(p') gelingt lediglich durch Kom-
bination der Feldmatrix und der kovarianten Ableitung der selbigen. Bildet man die Spur,
verschwinden diese Terme allerdings [1]:

(D, UUt) = (U D, U)") =0. (3.58)

Die niedrigsten nichttrivialen Terme der effektiven Lagrangedichte sind also von chiraler
Ordnung O(p?). Diese kénnen unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften mit den
gegebenen Grundelementen in drei Varianten konstruiert werden:

Zum einen gelingt dies durch die Kombinationen von zwei Ableitungen mit der Feldma-
trix und ihrer adjungierten Form:

(DD, U,  (UMDU)Y  und  ((DU) (DU, (3.59)

die allerdings dquivalent sind.

Beweis:

<( )UUT>:<8#DU)—ir#(D U)+i(DVU)lH>UT>
= 0. ( (DUt Uy ~((D,UT) B,UT)
—0 (s.0.)
—i(r, (D,UT) UT) +1( (DUT) 1,U)
—((D,U) (a vt iUt iUt )
— (D) (D)) (3.60a)
—{((0U +1Ur,, —il,U) (D U)T)
=0, ( (D) Uy ~((DUT) 0,UT)
—0 (s.0.)
~i(n, (DU) UMy +i( (DU LUT)
= (U(D,DU)). (3.60D)

0

Aufgrund der Lorentzinvarianz miissen die Indices in Gl. (3.60a/b) kontrahierbar sein,
sodass g = v gelten muss. Weitere mogliche Terme der Ordnung O(p?), die iiber die

Feldstérketensoren f,lj",,/ L fukerer Felder konstruiert werden konnen, liefern aufgrund der
Tensoreigenschaften eine verschwindende Spur:

Ufi Uy = (filt) = (3.61)

Die verbleibenden Terme, die die gewiinschte chirale Ordnung tragen und die Symmetrie-
forderungen erfiillen, sind durch das Spurion der Quarkmassenmatrix in Gl. (3.56) gegeben:

<XUT> und <UXT>. (3.62)
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Insgesamt lasst sich die effektive Lagrangedichte in fithrender Ordnung nach Skalierung zu
einer physikalisch sinnvollen Dimension also zusammenfassen zu:

~ F} F}
Lro = Lo =~ (DU (DU)") + - (XUT + UXT) 1= Laer + La (3.63)

Es findet sich also ein derivativer und ein symmetriebrechender Term, der beim Ubergang
des Spurions x zur physikalisch konstanten Massenmatrix die zunéchst geforderte chirale
Symmetrie explizit bricht.

Die Dynamik, die durch die fiihrende Ordnung bestimmt wird, hdngt also von einem
expliziten Parameter Fj und einem impliziten Parameter By ab (s. Gl. (3.56)), deren phy-
sikalische Bedeutung im Folgenden kurz erlautert werden soll.

3.5.2. Die Kopplungskonstanten in fiihrender Ordnung

Die auftretenden Konstanten entsprechen Entwicklungskoeffizienten, die experimentell oder
in numerischen Simulationen bestimmt werden kénnen. In der fithrenden Ordnung kénnen
diesen Parametern direkt physikalische Bedeutungen zugeordnet werden.

d +

14
u /”L

Abbildung 3.7: Vollstéindiges Diagramm des schwachen Zerfalls 7+ — ut + v, iiber ein W Boson

Betrachtet man den Mesonenzerfall iiber die Kopplung an ein schwaches Eichboson, das
durch das dufere Feld I, beschrieben wird!® und iiber die kovariante Ableitung in Gl. (3.63)
an die Feldmatrix U koppelt, ergibt sich fiir den derivativen Term:

—Z{DM]@WU)>ZAZ{@LU+4UQK8W]—ﬂWU)>
2
:i€?<@6“U¢U>—%N.+WDUMW). (3.64)

Parametrisiert man [, weitergehend iiber

LY
zuz§:@@§, (3.65)

a=1

erhdlt der fiihrende Wechselwirkungsterm in Gl. (3.64) die folgende Form:

8
F2
LO _ ;20 wyrt
ﬁlnt ;l,ﬂ,(l (1 4 <)\a6 U U>> ) (366)
—L (s [1])

sodass nach Entwicklung der Matrix U geméf Gl. (3.29) der Strom die Gestalt
p_ Foou 2
Lk = ?8 ba +0(¢%) (3.67)

annimmt. Das Matrixelement, dessen Uberlapp mit dem linkshindigen schwachen Strom
fir den Zerfall eines Mesons in ein schwaches Eichboson verantwortlich ist, kann also in

19 Fiir die schwache Wechselwirkung gilt rn =20
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fiihrender Ordnung bzgl. ¢, folgendermafien ausgewertet werden:

(O] LE(O) [6n(p)) = 22 (0] 0" 60(2) 64(0)) = —ip" " (3.68)

Die Konstante Fy entspricht also der Mesonenzerfallskonstanten in fithrender Ordnung der
chiralen Storungstheorie.

Wie in Kap. 3.1 gezeigt, wird bei der spontanen Symmetriebrechung der zunéchst be-
liebige endliche Vakuumerwartungswert durch kleine Storungen festgelegt. Diese Storung
ist in der flihrenden Ordnung der effektiven Lagrangedichte durch die Massenmatrix der
Quarks gegeben. Es ist also zu erwarten, dass die ,,Richtung® des VEV’s nicht vollig will-
kiirlich ausgewahlt wird. Der VEV der effektiven Energiedichte im Grundzustand Uy =1
berechnet sich nach [1] zu

(0| Hro |0Yg = —F§Bo (my + mq + ms) . (3.69)
Des Weiteren muss fiir die fundamentale Theorie gelten:

9 (0| Hqep |0)

1 1,
D, = 5 (0lgq0)g = §<qq>07 (3.70)

my=mgq=ms=0

sodass sich insgesamt
3F By = —(qq), (3.71)

ergibt. Die Niederenergiekonstante By hiangt also eng mit dem nichtverschwindenden sym-
metriebrechenden Erwartungswert des Quark-Kondensats (s. Kap. 3.2) zusammen.

3.5.3. Die nichstfiihrende Ordnung

In der néchstfiihrenden Ordnung der effektiven Lagrangedichte werden alle Terme mit der
chiralen Ordnung O(p*) betrachtet. Gasser und Leutwyler haben diese 1985 zum ersten
mal identifiziert und zusammengefasst [20]. Die so gewonnene Lagrangedichte enthélt zwei
Arten von Termen:

Zum einen finden sich zehn Terme mit Entwicklungskoeffizienten L;, in denen die Feld-
matrix der Mesonen nichtlinear vertreten ist und die damit zu Schleifen- und Kontakt-
korrekturen zur Selbstenergie der entsprechenden Felder beitragen (vgl. Tab. 3.1). Zum
anderen werden zwei weitere Kontaktterme mit den Parametern Hj, Hs gefunden, die
auf den ersten Blick unphysikalisch erscheinen, aber bei Betrachtung von Zerfallsprozessen
entscheidend zur Renormierbarkeit der i.A. nicht renormierbaren effektiven Feldtheorie bei-
tragen. Insgesamt kann die Lagrangedichte in ihrer allgemeinsten Form wie folgt angegeben
werden:

Lnro = L2+ Ly,
mit L4 = L1(D,U (D*U)")? + Ly(D,U (D,U) ) (D*U (D*U)T)
+ Ly(D,U (D*U) DU (D'U)") + Ly(D, U (DFU) N xUT + UxT)
+ Le(D,U (D0 (xUt + UXT) ) + Le(xUt + UXT)?
+ Ly (Ut — UXTY? + Le(Ux U + U U
—iLe(f DU (DYU) + fL, (D*U) D U) + Lio(U f5,UT fR4)
+ Hi(fi /") + Ha(xx")

(3.72)
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Die insgesamt zwolf Terme beschreiben die Dynamik bis zur gegebenen Ordnung der zu-
grunde liegenden Stérungstheorie vollstdndig. Die Anzahl der Entwicklungskoeffizienten,
diei.A. als LECs (Low-Energy-Constants) bezeichnet werden, nimmt fiir héhere Ordnungen
schnell zu (s. Tab. 3.3). Der Rahmen dieser Arbeit soll sich ausschlietlich auf die fithrenden
und néchstfithrenden Beitrage der effektiven Theorie beschranken.

’ Chirale Ordnung H Bezeichnung der Parameter | Anzahl der Parameter

O(p?) Fy, By 9
O(p") L;, H; 1042
O(p%) Ci 9014

Tabelle 3.3: Anzahl (Schleifen- + Kontaktterme) der LECs bis O(p®) der effektiven Lagrangedichte [21]

Die Werte der Entwicklungskoeffizienten kénnen wie erwéahnt durch Simulationen und Ex-
perimente ermittelt werden. Zur Veranschaulichung der betreffenden Gréfenordnungen
sind im Folgenden einige Ergebnisse angeben?’:

’ Parameter H Empirischer Wert H Quelle
Fy [MeV 87,1
0 A[ V] 5 ’ Mittelwert div. Exp.
By [GeV?] 0,0136
Ly [1077] 0,65 =+ 0,28 mr-Streuung
Ly [1073] 1,895 + 0,26 und
Ly [1077] -3,06 =+ 0,92 F — nrly
Ly [1073] 0 = 0,5 || Ne— oo Grenzwert
Ly [1073] 2,3 + 0,2 Fi/Fy,
L [10*3] 0 =+ 0,3 || N.— oo Grenzwert
Lt [1073] —0,4 =+ 0,15 n-n’ Mischwinkel
Ly [1077] 1,1 + 0,3 M2 /M2, Lt
Ly [1073 1 +
9 [ 0 ] 7 0,3 Seltene m-Zerfille
Ly, [1077] —5,6 =+ 0,3

Tabelle 3.4: Empirisch ermittelte Werte fiir die (renormierten) LECs [22,23] mit zugehériger Quelle

20 45 entspricht dabei dem arithmetischen Mittel der u- und d-Quarkmassen
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4. Quantenchromodynamik auf dem Gitter

Berechnet man die Massen der Mesonenfelder in den verschiedenen Ordnungen der effek-
tiven yPT-Lagrangedichte (Gl. (3.63) u. (3.72)), sind diese stets durch Funktionen der
Quarkmassen m, und Entwicklungsparameter C; gegeben

mg) - f(mU7md7mS7 C’L)

= A(C) YD (my, ma, ms) + B(Cy) fP (m2, m3,m?) + ..., (4.1)
die sich in verschiedenen Ordnungen der Quarkmassen entwickeln lassen. Da diese Entwick-
lung durch die zugrunde liegende Theorie wohldefiniert ist, konnen die Mesonenmassen z.B.
durch experimentell gegebene Werte fiir m, und C; hergeleitet und die Theorie so iiberpriift
werden.

Wie bereits einleitend erwahnt, ist es i.A. {iblich, QCD-Prozesse numerisch in Monte-
Carlo-Algorithmen zu simulieren, da perturbative Ansétze aufgrund der Groéfsenordnung
der starken Kopplungskonstanten in vielen Féllen scheitern. Des Weiteren ermdoglichen die-
se Simulationen die freie Wahl der Input-Parameter, die unter anderem durch die Quark-
massen gegeben sind. Somit kann bspw. die in Gl. (4.1) entwickelte Mesonenmasse fiir
verschiedene Werte m, bestimmt und somit die Entwicklungsparameter anhand von Fit-
Funktionen f( ermittelt werden, deren generelle Form durch die zugrunde liegende yPT
vorgegeben ist.

4.1. Der Gitterformalismus

Berechnet man bspw. den Propagator der freien Dirac-Felder ¢ und v im Pfad-Integral
Formalismus zu

(01 0(@)i(22)0) = 5 [ DD (o1)ila) exp [iS [6,6.0,0.0,5]] (42
mit 7 — / DYDF exp [iS [, B, 8,0, 8,3]]
und S (¥, 1, 0, 0,0] = /d?’:cdtﬁ [0, 4,041, 0,0

wird deutlich, dass das Integral in Gl. (4.2) eine infinitesimale Summation von Feldkonfigu-
rationen D1p und D) ist, deren Summanden durch einen zugehérigen Exponential-Faktor
verschiedene Gewichtungen erhalten [8]. Um diese Grofe numerisch auswerten zu kénnen,
ist ein Gitterformalismus notig, im Zuge dessen die Raum-Zeit durch ein 4-dimensionales
hyperkubisches Gitter (s. Abb. 4.1) mit endlicher Gitterkonstanten a quantisiert wird, so-
dass die Feldkonfigurationen diskretisiert werden und somit das Pfadintegral in eine Summe
iibergeht. Des Weiteren kann gezeigt werden, dass die Einfiihrung imaginérer Zeiten geméfs
einer Wick-Rotation

g — —ixzg, sodass po — ipg, (4.3)

in der Gaufs’schen Zahlenebene die Wirkung derart transformiert, dass der Exponential-
Faktor des Pfadintegrals in Gl. (4.2) ein rein reelles Argument erhélt [24]:

exp [1S] — exp [—SE] . (4.4)

Insgesamt entspricht die zu berechnende Grofie also einer diskreten Summe aus Feldkon-
figurationen, deren Beitrage {iber die entsprechende negativ-exponentielle Wirkung in Eu-
klidischer Darstellung gewichtet werden. Der relevante Wertebereich dieser Summe ist also
beschriankt, sodass keine unendliche Summation nétig ist. Die korrespondierende Eukli-
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dische Lagrangedichte £F unterliegt ebenfalls der Wick-Rotation, die sich im Fall von
Dirac-Feldern durch die Transformation der «-Matrizen dufert (s. App. B.2). Die QCD
Lagrangedichte in der Minkowski-Metrik in Gl. (2.2) transformiert sich durch einen Vor-
zeichenwechsel also zu

Ny
_ _ 1
f=1 #

sodass ngCD 9f, G Aapul = /d3m dt chD . (4.5a)

N1
NN

T+ av

N

x T+ aji

Abbildung 4.1: Schematische dreidimensionale Darstellung des Raum-Zeit-Gitters mit der Gitterkonstanten
a und zwei ausgezeichneten Raum-Zeit-Richtungen p und v

4.2. Die Fermionen-Wirkung auf dem Gitter

Anschaulich sind die Felder in der Gittertheorie nicht mehr zwischen, sondern nur noch
auf den Gitterpunkten x definiert. Die Eichbosonen sind im Gegensatz dazu als Vermittler
der Wechselwirkung zwischen den Feldern auschliefslich auf die Verbindungslinien a/i usw.
(genannt: Links) reduziert.?! Da die GréRe x, nun diskretisiert ist und einer Euklidischen
Metrik unterliegt, folgt fiir die infinitesimalen Ableitungen 9, und Integrale [ d*z eine
Ersetzung durch finite Groken?? geméif

1 .
Ouar(x) — Alqp(z) = £ (gr(z £ apt) F qp(2)) (4.6a)
/d4x — Za4, x € Gitter. (4.6b)

Des Weiteren werden die in der Kontinuumstheorie relevanten Grofen mit der Gitterkon-
stanten reskaliert, sodass die Wirkung dimensionslos wird:

my — 2mf, (4.7a)
gr(z) = a 2qp(x), (4.7b)
ar(z) — a 2qs(x). (4.7¢)

21} ist dabei der Einheitsvektor in einer der vier Raum-Zeit-Richtungen
22 In Gl. (4.6) wird zwischen Vorwirts- und Riickwdirts-Differenzenquotienten unterschieden - im Dirac-
Operator werden diese zum zentralen Differenzenquotienten iiberlagert
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Mit diesen Ersetzungen ergibt sich ausgehend vom fermionischen Anteil in Gl. (4.5) eine
erste ,,naive“ Form der Fermionen-Wirkung auf dem Gitter:

SE’naiV [ar, ] :Z(?f (D +my)qy, (4.8)
mit  Be= 3O (A5 +40)) (4.80)

Die Definition der Wellenfunktion und des Dirac-Operators auf einem diskreten Gitter
bringt weitergehend einige wichtige Konsequenzen mit sich. Betrachtet man die fourier-
transformierte Wellenfunktion

dr(p) = a*exp[—ipaz] qs(z), (4.9)

wird deutlich, dass diese fiir diskrete Werte von z periodische Randbedingungen

2
Pu = Pu+ = (4.10)

im Impulsraum erhélt und sich durch
T T
e <= 4.11
a Pu 0 ( )

automatisch ein Ultraviolett-Cutoff ergibt [24]. Auf dem Gitter sind divergente Integrale,
die im Kontinuum zu Unendlichkeiten fiihren, also auf natiirliche Weise regularisiert. Eine
weitere Konsequenz des Gitterformalismus’ wird bei der Berechnung des freien Fermionen-
Propagators in der naiven Wirkung erkennbar:

—i)0, v sin(apy) +my
2
>, sin” (apy) + m?c

AR (p) = (4.12)

Dieser folgt aus dem korrespondierenden Propagator im Kontinuum im Wesentlichen durch
die Ersetzung

Pu — sin(apy) . (4.13)

Damit ergeben sich im Limes my — 0 neben der Polstelle p, = 0 durch die
Bedingung p, = +m/a zusdtzlich insgesamt 15 weitere Polstellen, sodass effektiv 16
Fermionen beschrieben werden.

Der so beschriebene Effekt wird als Fermion-Verdopplung bezeichnet und ist nach dem
Nielsen-Ninomiya No-Go-Theorem eine unvermeidliche Konsequenz fiir Gittertheorien mit
erhaltener chiraler Symmetrie [25,26]. Man findet verschiedene Modifikationen der naiven
Wirkung, um die Entstehung der zusédtzlichen Fermionen auszugleichen. Unter Einfiihrung
von Staggered Fermions werden bspw. die verschiedenen Dirac-Komponenten der Felder
anderen Raum-Zeit-Punkten zugeordnet, sodass sich die Anzahl der Fermionen von 16 auf
4 reduziert. Bei dieser Methode bleibt die chirale Symmetrie teilweise erhalten.

4.3. Die Wilson-Wirkung

FEine weitere Methode, bei der alle unphysikalischen Fermionen ,,verschwinden®, ist die
Einfithrung eines Wilson-Dirac-Operators [24]. Der Dirac-Operator in Gl. (4.8a) wird dabei
durch einen Wilson-Term erweitert, der im Kontinuumslimes a — 0  verschwindet. Der
Parameter 0 <r <1, der bei Simulationen im sog. Hopping-Parameter relevant wird,
kann im Nachhinein fiir die relevanten Rechnungen 0.B.d.A. zu 1 gewdhlt werden. Man
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findet insgesamt

B o D=5 > OF(AF+A7) —rad;Af) (4.14)
o

sodass Sll;j’naiv — SIFE’naiV - % Z qs(x)0qy(x)
xT

ra

= Sp"™ = 5 D a5(@) (a5 (e + ajp) + qg(e — ajp) = 2qp(x)) , (4.15)
z,4

= 5.

Berechnet man den zugehorigen Propagator, stellt man fest, dass die Massen der 15 un-
physikalischen Fermionen nun impulsabhéngig und gemaéfs

2r
my — mf—i—EZsiHQ(ap“/Q), (4.16)
I

einen Beitrag proportional zu 1/a erhalten. Im Kontinuumslimes an den Polstellen  p,, # 0
divergieren die Massen und verschwinden damit aus dem Spektrum.

Der so eingefiihrte zusétzliche Term in der Wilson- Wirkung bricht die chirale Symmetrie
allerdings explizit:

ra _ ra _ ra _
Z ?(IfDQf = Z <?Qf,LDQf,R + ?Qf,RDQf,L> , (4.17)
X X

sodass dieser unter chiraler Transformation ein zum Quarkmassenterm analoges Verhalten
zeigt und bei der Berechnung der Mesonenmassen systematische Gitterfehler erzeugt.

Die vollstandige Wirkung der QCD auf dem Gitter enthalt des Weiteren einen Yang-
Mills-Term, der sich unter Forderung der Eichinvarianz zu einem geschlossenen Pfad aus
Verbindungslinien des Gitters ergibt (vgl. Abb. 4.1). Infinitesimal kann dieser durch eine
Plaquette ausgedriickt werden, die einem zweidimensionalen Quadrat der Kantenlédnge a
im vierdimensionalen Gitter entspricht.

Der Paralleltransporter von einem Gitterpunkt x in Richtung p zum néchstbenachbarten
Punkt ist iiber die Eichfelder AZ wie folgt definiert:

A
Upp = U(x + afi, x) := exp [igsaAZ;} , mit Ugp € SU(3) . (4.18)

Uber diese Grofe kann eine Plaquette p durch die Kombination

U(p) = U(eraf/) (—v) U(:):JraﬂJraf/) (—u) U(era/l) (+v) U(a:) () (4' 19)

dargestellt werden, sodass sich der Yang-Mills-Term der Eichfelder auf dem Gitter nach
[24] insgesamt zu

SYulU] = 9122<1—U(p)> (4.20)

ergibt. Ersetzt man nun die Ableitungen (4.6a) im Wilson-Operator durch ihre eichinvari-
ante Form gemélfs

Afap(e) =+ (Unuas(o+ o) — as(a)) (4.21a)

und A qp(z) — —% (U;rﬂqf(a: —afi) — qf(m)) , (4.21b)
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erhilt man die Wilson-Wirkung der Quantenchromodynamik auf dem Gitter??

Sdeplar, arp. Ul = S¥' [ar. a5, Ul + SymlU]
=a qu (Dw + my) qf+ Z<1— (4.22)

4.4. Die Symanzik-Wirkung in O(a)

Durch die numerische Berechnung physikalischer Grofien auf dem Gitter treten aufgrund
der endlichen Gitterkonstanten systematische Fehler in verschiedenen Ordnungen von a auf.
Da die Rechenzeit fiir kleinere Werte von a aufgrund der vierdimensionalen Abhéngigkeit
von dieser Konstanten stark ansteigt, ist es effizienter, die zugrunde liegende Lagrange-
dichte im Rahmen des Symanzik-Improvement-Programme durch Terme zu erweitern, die
die Gitterfehler kompensieren:

S — S+aS +a*Sy+ ... (4.23)

Dabei entspricht der Term S der durch die zugrunde liegende Theorie definierten Wirkung
(z.B. Gl 4.22). Die Wirkungen S; miissen analog zur effektiven Theorie der Mesonen
lediglich die geforderten Symmetrien erfiillen. Fiir eine Verbesserung in O(a) muss die zu
S1 korrespondierende Lagrangedichte £1 ermittelt werden. Aus Symmetriebetrachtungen
erhilt man fiinf geeignete Terme?* [27):

O1 = G50, Fuy (4.24a)
Oy = Qfﬁ,uﬁuq}f + qfﬁ,fﬁ,tqf : (4.24b)
O3 = my(FuFu) , (4.24c¢)
Oy =my (éfﬁﬁuqf - Qfgu’YEQf> : (4.24d)
Os = m3qrqs - (4.24e)

Dabei sind die Feldstarketensoren F),, iber die Eichfelder der QCD definiert und der Tensor
O‘E’V ergibt sich aus den y-Matrizen (s. App. B.2).

Fasst man die Terme O3 und Os als Beitrdge zur Massenrenormierung auf und be-
schrankt sich auf die Treelevel Storungstheorie, sodass die Terme Oy und O4 durch klas-
sische Bewegungsgleichungen eliminiert werden, ist £ lediglich durch den Pauli-Term O
gegeben. Die in O(a) verbesserte Wirkung ist nun insgesamt durch

55“5’5 = S(\Q)VCD +a’ Z Csw(IfO'EyFWQf ; (4.25)

xT

mit dem Sheikholeslami- Wohlert- Koeffizienten cgy gegeben . Prinzipiell werden durch diese
Verbesserung systematische Fehler der Ordnung O(a) aufgehoben. In der praktischen An-
wendung in Form von Gitter-Simulationen treten allerdings besonders fiir kleine Quarkmas-
sen weiterhin Probleme auf [28|. Die Berechnung physikalischer Observablen kann aufgrund
der Grakmann-Algebra der Fermionen-Felder immer auf die Berechnung der Fermionen-
Determinante zuriickgefithrt werden (s. App. E). Diese nimmt in vielen Féllen sehr kleine
Werte an, sodass es zu unphysikalischen Quark Zero Modes kommt. Die systematischen
Fehler aufgrund des Gitters konnen also theoretisch behoben werden, die statistischen Feh-
ler der Observablen durch die verschwindenden Eigenwerte der Fermionen-Matrix werden
allerdings grofer, sodass im Folgenden eine effizientere Methode eingefiihrt wird.

% Die Skalierung gemif (4.7a/b/c) wurde in dieser Darstellung wieder fallen gelassen
24 Dabei zeigen die Pfeile iiber den kovarianten Ableitungen die Richtung an in der sie wirken
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4.5. Gitter-QCD mit Twisted-Mass

Grundlage fiir die Twisted-Mass-Formulierung ist die Erweiterung des Wilson-Dirac-Ope-
rators durch einen konstanten imaginéren Term

Dw — Dw +ipvyshs, (4.26)

sodass die Determinante des neuen Operators und damit die Eigenwerte nach [29] gegen
Quark Zero Modes geschiitzt sind (s. App. E.1). Betrachtet man die fermionische Wirkung

Stw a4zq—f (DW + iuysAs + M) qf (427)

mit dieser Ersetzung, wird deutlich, dass es sich dabei um eine axiale Drehung der Mas-
senmatrix im u-d-Sektor?> handelt:
My — M+ iysp = m (cos(w) + 175 sin(w)) (4.28)

und  mg — m—iysp = m(cos(w) — iyssin(w)) . (4.29)

In Matrixschreibweise (vgl. Gl. 2.21a/b) erhélt man dann mit der Definition von A3 fiir die

Transformation:
M — exp [175)\3%} M exp [175)\3%] (4.30)
m 0 0 m—+1ys 0 0
S M=|10 m 0 — 0 m—ivysp 0 | . (4.31)
0 0 mg 0 0 mg

Die physikalischen Massen

m=/m?+ pu?, (4.32)

mg = Mg

bleiben folglich unter der axialen Drehung der Massenmatrix invariant. Diese kann im
Ubrigen auch in eine Transformation der Felder geméf

g — ¢°":=exp |:i’}/5)\3%:| q, (4.31a)

g — "M :=gexp [iv5>\3%} , (4.31b)
absorbiert werden, sodass die Wirkung (4.27) wieder in ihre physikalische Form tibergeht:
S =t 7 (Byy + M) g™, (4.34)
x
mit ]D{;v = %Zexp [175)\3%} (75 (A: + A;) — T‘CLA;A:) exp [i’)ﬁ)\g%}
Iz

1
= 520 O (A +Ay) = rad Al exp inshaw]) - (4.35)
o

Diese Darstellung wird als Physical-Basis bezeichnet.

25 Zunichst werden hier entartete up- und down-Massen angenommen: my =mg =m < Am =0
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Die Form
S = at Z ™ (]DW + M') v, (4.36)
x
mit M’ = exp {175)\3%] M exp [175)\3%} ,
aus (4.27) und (4.22) stellt im Gegensatz dazu die Twisted-Basis dar.

4.6. Chirale Storungstheorie auf dem Gitter mit Twisted-Mass

Da die Mesonenmatrix durch die Gell-Mann-Matrizen parametrisiert wurde (s. Gl. 3.27)
und in der effektiven Lagrangedichte lediglich Spuren auftreten, bietet es sich an, die Mas-
senmatrix in Gl. (4.30) ebenfalls iiber diese auszudriicken. In der spéteren Berechnung
mit aufgehobener Massenentartung ist weitergehend eine Einfiihrung des arithmetischen
Mittels m und der Differenz Am der u- und d-Quarkmassen zweckméfig, sodass

1 1 1
m 3Am 0
=|3Am w0 (4.37)
0 0 Mg

eine geeignete Parametrisierung darstellt. Die Massendifferenz wurde hier bewusst ortho-
gonal®® zum Massentwist implementiert, um die Positivitit der Fermionen-Determinante
nach [30,31,32| zu gewéhrleisten. Die Transformation (4.30) geht damit iiber in

m+ivse  3Am 0

exp {i’}/5)\3%:| M exp [175)\3%} = %Am m—iysu 0 |, (4.38)
0 0 Mg
mit u=m sin(w), m = mcos(w), w = arctan (ﬁ) , (4.38a)
m

sodass die physikalischen Massen auch in dieser Darstellung invariant bleiben. Die Trans-
formation entspricht also einfach formuliert einer Drehung des u-d-Mittels m in der Zah-
lenebene zu komplexen Werten mit invariantem Betrag (s. Abb. 4.2).

Im

ISP

Re

Abbildung 4.2: Polare Darstellung der Massendrehung in der

komplexen Zahlenebene fiir w =7

26 Weitergehend ist ein Twist via As moglich, der allerdings identische physikalische Endergebnisse liefert
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Die zwei ausgezeichneten Twist-Winkel wo=0 und wp =75 werden als Zero-Twist
und Full-Twist bezeichnet bei denen die Quarkmassenterme im u-d-Sektor vollstdndig re-
elle bzw. vollstandig imagindre Werte annehmen. Es kann gezeigt werden, dass die Wahl
eines Full-Twists Gitterkorrekturen O(a) in vielen Observablen per Wilson-Mittelung auto-
matisch eliminiert (s. App. F), sodass ein rein imaginarer Quarkmassenterm unter anderem
fiir die spétere Bestimmung der Mesonenmassen eine attraktive Wahl darstellt. Die quan-
titative Auswirkung auf mogliche Simulationen wird in Kap. 5 ndhergehend untersucht.

Betrachtet man die Massenterme der effektiven Lagrangedichte (Gl. (3.63) u. (3.72)),
die das Spurion y enthalten, finden sich drei Arten von Ausdriicken:

<UXT>, <UXTUXT> und <XXT>~ (4.39)

Der dritte Ausdruck ist, aufgrund der Proportionalitit zwischen x und M, unter der Twist-
Transformation geméf (4.38) invariant. Weitergehend gilt mit der Zyklizitét der Spur fiir
die ersten beiden Terme

(UXTY = (Uexp[—irsw] x')
= (Uexp [~ida5 | x'exp [-ireT] )
= (exp [—iAgg} U exp [—i)\gg] )
= (U'x") (4.40)
und analog ~ (UXTUXT) — (U'x'U'xT). (4.41)

Der Massen-Twist des Spurions kann also in eine Transformation der Feldmatrix absorbiert
werden. Dies entspricht dem in Gl. (4.34) beschriebenen Ubergang in die Physical-Basis.
Des Weiteren stellt die so beschriebene Transformation

U = U =exp [—i/\gg] U exp [—ixgg} — RUL' (4.42)

eine Untergruppe der chiralen Transformationsgruppe SU(3)g xSU(3)y, dar, unter der die
effektive Lagrangedichte nach Konstruktion invariant bleibt, sodass die in Kap. 3 herge-
leitete effektive Quantenfeldtheorie und insbesondere die zu ermittelnden Mesonenmassen
im Kontinuum unabhéngig vom Twist-Winkel sind.

Das Spurion y wurde in die Theorie eingebettet, um die chirale Symmetrie beim Uber-
gang zu einer konstanten Massenmatrix explizit zu brechen und somit die endlichen Me-
sonenmassen zu erzeugen. In Kap. 4.3 wurde weitergehend gezeigt, dass der zur Gitter-
konstanten a proportionale Zusatzterm des Wilson-Dirac-Operator eine analoge Brechung
dieser Symmetrie hervorruft. Es liegt also nahe, diesen ebenfalls mit Hilfe der Spurionana-
lyse {iber eine Matrix p in die Lagrangedichte einzubetten, die den gleichen Transforma-
tionseigenschaften wie x unterliegt (s. Tab. 3.2). In fithrender Ordnung ergibt sich analog
zu Kap. 3.5.1 ein symmetriebrechender Term

F2
Ei = —T0<UpT+pUT>, (4.43)
mit p=pol :=2Wpal,

der zunéchst den Symmetrieforderungen der effektiven Theorie geniigt und bei Berechnung
physikalischer Grofsen eine explizit symmetriebrechende Rolle einnimmt. Dabei ist Wy ein
neuer zu Fy analoger Parameter. Zusatzlich zur bekannten Methodik sind bei der Kon-
struktion der relevanten Terme auf dem Gitter einige Vorzeichenwechsel zu beachten, die
durch die Wick-Rotation (s. Gl. (4.3)) hervorgerufen werden.

Ausgehend von Gl. (3.63) ergibt sich nach [33] damit die effektive Lagrangedichte mit
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dem symmetriebrechenden Gitterterm in fiihrender Ordnung zu:

2 2 F2
cho= i = I(](D U (D, U)") - o LU+ UXT) = U+ pUT) (4.44)

Diese geht fiir a — 0 unter Beriicksichtigung des erwéhnten Vorzeichenwechsels in die
effektive Lagrangedichte der xPT im Kontinuum {iiber, sodass Gitterartefakte in Kontinu-
umsgréfen in der analytischen Rechnung leicht identifiziert werden kénnen. Die Lagrange-
dichte néchstfiithrender Ordnung folgt aus analogen Symmetriebetrachtungen:

oS L+

mit  £F = — Li(D,U (D,U)") — Lo(D,U (D, U))? - Ly( (DHU(D#U)T>2>
+ Ly(D,U (D) YxUT + UXT) + Wa(D,U (D U) WUp" + pUT)
+ La(D,U (D,0) (xUt + UxT) ) + We(D,U (0,00 (Uph + pUt) )
— Le(xU" + Ux > — We(xUT + UXT><U,0Jr +pUT)
— Ly(xUt = U = Wy (Ut — UxT) (Ul — pUT)
— Ls(UXTUXT + xUTxUT) = Ws(Up'UX' + pUT\UT)
—WHUpt + pUt)? W’(UpT — pUN? — Wi UptUpt + pUtpUt)
—iL9<fWD U (DU + fL, (D.U) DU + LioU fL,UTFR)
+ Hy(fo fu) — Hz<xxT> — Hy(pp')

(4.45)

Auch diese Grofe geht im Kontinuumslimes in die Lagrangedichte der herkémmlichen yPT
iiber. Des Weiteren wurden neue Koeffizienten W; definiert, die in ungestrichener Notation
Terme O(a) bzw. in gestrichener Notation Terme O(a?) anfiihren.

In der Physical-Basis besitzt das Spurion y eine vom Twist-Winkel unabhéngige Gestalt,
die Gittergrofe p héngt dartiber hinaus, wie in Gl. (4.35) erkennbar, tiber den Wilson-Term
von w ab und transformiert wie folgt:

p — plw) =exp [i)\gg} p exp |:i)\3%] (4.46)
Gtips 0 0
= o s-ips 0

0 0 Po
L 25+ o) 1= -2 (9o — ) As + iv5ps) (4.46a)
— = — —(pg — i : 46a
3 P T Po /3 PO — P) A8 V50313
mit p = po cos(w) und p3 = posin(w) . (4.46b)

Da im Folgenden ausschlieflich in der Physical-Basis gearbeitet wird, wird auf die gestri-
chene Notation der Feldmatrix geméfs (4.42) sowie auf die explizite Angabe der Twist-
Winkelabhéngigkeit des Gitter-Spurions entsprechend (4.46) verzichtet.
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5. Berechnung physikalischer Grofien im Rahmen der
Twisted-Mass yYPT

In diesem Kapitel werden die zuvor konstruierten Lagrangedichten fiihrender und néchst-
fiihrender Ordnung verwandt, um physikalische Grofsen der pseudoskalaren Mesonen zu
extrahieren und analysieren. Besonderes Augenmerk soll dabei auf der Berechnung der Me-
sonenmassen und den durch die Raum-Zeit-Quantisierung aufgetretenden Fehler-Termen
sowie der moglichen Kompensation durch den Twisted-Mass-Formalismus liegen.

Zur Berechnung der Massen allgemeiner Felder im Kontinuum ist iiblicherweise eine
Bestimmung der lokalen Kriimmung der Lagrangedichte im Ursprung von Noéten. Die ex-
ponentielle Parametrisierung der relevanten Feldfreiheitsgrade ¢, in Gl. (3.29) erfordert im
Gegensatz zur klassischen Form, die z.B. exemplarisch in Kap. 3.4.1 verwandt wird, eine
Entwicklung der Lagrangedichte in Ordnungen von ¢,, um die gesuchte Kriimmung zu er-
mitteln. Eine Expansion des symmetriebrechenden Terms bis hin zur Ordnung O(¢?) bzw.
eine Bestimmung der sog. Hesse-Matriz liefert eine verhdltnisméfig einfache Beschreibung
der lokalen Kriimmung und damit eine diagonalisierbare Massenmatrix fiir die Treelevel-
Massen, die durch iibliche Schleifenkorrekturen in néchstfithrenden Ordnungen erweitert
werden koénnen.

Im Rahmen der QCD auf dem Gitter kann diese Methodik aufgrund der Analogie zwi-
schen Massen- und Gittertermen in gleicher Weise angewandt und zusétzlich auftretende
Gitterartefakte kénnen quantifiziert werden. Der zur Kompensation dieser Artefakte an-
gewandte Twisted-Mass-Formalismus in der Physical-Basis fiihrt mit dem Twist-Winkel w
eine neue Variable ein, sodass sowohl die Gitterterme, als auch deren Abhéngigkeit vom
Twist-Winkel analysiert werden kénnen.

5.1. Mesonenmassen fiihrender Ordnung

Im Folgenden wird zunéchst gezeigt, dass der Twisted-Mass-Formalismus eine Verschiebung
des Minimums der Lagrangedichte aus dem Ursprung hervorruft. Am Beispiel der Mesonen-
massen fiihrender Ordnung wird daraufthin der erwéhnte stérungstheoretische Ansatz im
Bezug auf ein von Null verschiedenes Minimum skizziert und auf moégliche Problematiken
untersucht.

5.1.1. Verschiebung des Minimums und storungstheoretischer Ansatz

Die effektive Lagrangedichte fithrender Ordnung (Gl. 4.44) lasst sich analog zu Kap. 3.5.1

in einen derivativen und einen symmetriebrechenden Term unterteilen®7:

F? F?
ﬁLO = I0<6,uUauUT> _ZO<(X + p)UT + U(XT + pT)> . (5~1)
= ELO,der = 2I_rAO,sb

Durch die Parametrisierungen der Spurionen (vgl. Gl. (3.56), (4.37) u. (4.46a)) iiber Gell-
Mann-Matrizen geméafs

1 1
=—-(2p 1-— — D) A 1p3A 5.2
p =320+ ) L= = (po =) ds +ipshs (5.2)
1 1
und = —(2X + xs)1 — —(xs — X)Ag + Ax A1, 5.3
X =32+ xs) \/g(x X)As + Ax A (5.3)
mit X = 2By, Xs = 2Bgms und Ax := BoAm (5.3a)

27 Da die folgenden Rechnungen, falls nicht anders angegeben, stets auf effektiven Lagrangedichten inklusive
der gefundenen Gitterterme basieren, wird die explizite Gitternotation (#) fallen gelassen



5. Berechnung physikalischer Gréfsen im Rahmen der Twisted-Mass x PT 39

kann der symmetriebrechende Term, der nach Brechung die endlichen Massen der Pseudo-
Goldstone-Bosonen erzeugt, nach kurzer Rechnung in folgende Gestalt gebracht werden:

F2

-1y (Xs+p0_X p){[U + U] Xs)

L1.0sb = (2(X+P)+Xs+ﬂo)<U+UT>+

\f
—ZOAX<[U+UT]A1>+ilfpgqU—UT]Agy (5.4)

Durch das gepaarte Auftreten der Feldmatrix U und ihrer adjungierten Form wird anhand
der Entwicklung?®

. 8
v =14 FLO 3" At (5.52)
a=1
i 8
bzw. UMD =1 — 7 > Aata (5.5b)
a=1

deutlich, dass lineare Feldterme ausschlieflich durch den Twist-Term proportional zu ps
induziert werden und damit eine Verschiebung des Minimums der Lagrangedichte in ¢3-
Richtung aus dem Ursprung & =0 heraus auftritt.

Setzt man die Entwicklung der Feldmatrix®® bis einschl. O(¢?2) in Gl. (5.4) ein, ergibt
sich nach Rg. (I):

1, — 1, .
TP+ X6+ po) K2+ (0 + 5+ 2(xs + p0))is
1 1
+ iAX (K4K6 + K5K7) + —Axming — Fypsms + const. (56)

V3

Damit kann die Position ® des Minimums durch partielle Ableitungen wie folgt bestimmt
werden:

Lo .
i s =5+ T+

;i =0,  fir i#3 (5.7a)
; Fops

und 3 = ——. 5.7b
PTXAp (5:70)

Unter Annahme einer fest definierten Hierachie gemé&f

2 2 ~
a Mq a” amg X PO
1>>{ A A}>>{A2’A2’ A2 } und > (5.8)

der relevanten Massen- und Gitterskalen, kann die Verschiebung
¢y = o+ Pa (5.9)
i.A. als Funktion der Gitterkonstanten a durch
$a = Napa+ Agpa® + O(a?) (5.10)

entwickelt werden, sodass fiir das Minimum auf der ¢3-Achse gilt:

2
b3 = FUM +0(@®) =F | = sm(w) - % sin(w) cos(w) | 4+ O(a®) . (5.11)
X X X
28 Die Notation V), @ . kennzeichnet eine Entwicklung bis zur linearen, bilinearen, ... Ordnung

29 Die hier verwandte Parametrisierung unterscheidet sich aufgrund der unterschiedlichen Implementierung
der Quarkmassen durch die Ersetzung 1 <> w3 von der in Kap. 3.3 erwéhnten Gestalt
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5.1.2. Kriimmung der Lagrangedichte und Berechnung der Massen

Zur Bestimmung der Massenmatrix in fiihrender Ordnung und den damit verbundenen Me-
sonenmassen wird der symmetriebrechende Term der Lagrangedichte um das verschobene
Minimum bis zur quadratischen Ordnung entwickelt’:

3[,LQ sb 8 »CLO sb
= t. a 12
L1,0.sb = const. + z q):@ Z D0u00n | ¢¢ o+ O(WW). (5.12)
0
= =Hap

Die Hesse-Matrix H,p gibt die Kriimmung im Minimum an. Aufgrund der Verschiebung
der Feldkoordinaten um ¢3 erhélt der derivative Term an der Stelle des Minimums einen
zusétzlichen multiplikativen Faktor Z,, sodass

‘CVLO = %Z ( ,u(éa Z Hab¢a¢b + O(WW) (513)
a=1 ab 1

Durch Renormierung der Felder kann dieser kompensiert und der Propagationsterm auf
die iibliche physikalische Gestalt gebracht werden:

ba — Z7%¢a (5.14)
= cLO -5 Z [ u?ba (ZaZb)ié ab¢a¢b + const. + O(WW) . (5'15)
a,b=1

Die zu diagonalisierende Massenmatrix 9., ist schlussendlich durch die renormierte
Hesse-Matrix

My = (ZaZy) "2 Hy (5.16)

gegeben. Zur Ermittlung der Renormierungskonstanten wird der derivative Term aus
Gl. (5.1) unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung O(a?) entwickelt (s. Rg. (II))

2 72
5 _ 2 P53 b3 2 2
Eroan =5 [ @h? 1~ 2+ ;a o (1= fas | + @)+ O
(5.17)
sodass sich die Werte fiir Z, direkt zu
3F2 +O(a®) fiir a=1,2
Zy =<1+ 0(a®) fir a=3,8 (5.19)

g2 .
(1- 12;;02 +0(a®) fir a=4,..,7
ablesen lassen. Die Renormierung ist also in Richtung ¢3 des zuvor definierten Massen-
Twists und in ¢g hinfillig. Die Massenmatrix fiihrender Ordnung

1 92LL0sb

Moy = (ZgZp) "2 2 Foudin | (5.20)

30 Die Notation O(WW) deutet die Zusammenfassung trilinearer und hdherer Wechselwirkungsterme an,
die fiir Berechnungen fiihrender Ordnung auf Treelevel nicht zum Tragen kommen
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berechnet sich geméaf Rg. (III) nach Einsetzen der Renormierungskonstanten ingesamt zu

X+p+ 5+ 0® fir a=b=1,23

2
Li+ptxetr+i]+00)  fir  a=b=4567

2
My = 4§ [X+ 5+ 206 +p0) + 52| + 0@ fir  a=b=8 (5.21)
%AX + 0(a?) fiir ab = 57,75, 46,64
%AX + 0(a®) fiir ab = 18,81.

Es wird erkennbar, dass zum einen im Kaonen- und zum anderen im 7%-n-Sektor nichtdia-
gonale Elemente und somit Mischungen auftreten. Im Folgenden werden die betreffenden
Matrixblécke diagonalisiert, um die zughorigen Eigenwerte und Mesonenmassen sowie die
Mischungsmatrizen und -winkel zu bestimmen.

Die Teilmatrix der Kaonen ist unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung O(a?)
explizit durch

0 m2 0 i
) — S (5.22)
Axy 0 My 0

0 fAx 0 m%
203

1 i
mit  mio= o X+ P+ Xs po+ c (5.23)

gegeben®!. Aufgrund der einfachen Form dieses Matrixblocks in der K4-Kg- bzw. K5-Kr-
Ebene konnen die Eigenwerte

1 1
A2 =m¥ — iAX und X34 = mi + iAX' (5.24)

direkt abgelesen werden. Die Transformation des Kaonen-Feldvektors in die Masseneigen-
basis entspricht einer Drehung um jeweils 7 in den entsprechenden Ebenen:

Ky 1 0 10 Ky Ky + Kg
Ks o L 0 1 01 Ks . L K5+ Ky (5 25)
Kg V2 -1 0 1 0of|Ks V2 | -Kis+Kg | '
Ky M 0 -1 0 1 Ky —K5+ Ky
Der m¥-n-Sektor der Massenmatrix ist durch folgenden 2 x 2-Block gegeben:
_9 1
M = ( o ﬁ_fx) : (5.26)
—Ax m
3 n
2 N P% S P P:zs
mit my=X+p+ % und m, = 3 {X+p+2(Xs+po)+ x| (5.27)

31 Die Angabe der Entwicklungsordnung wird bei den Zwischenergebnissen fallen gelassen und erst bei
Vorstellung der physikalischen Endergebnisse wieder aufgenommen
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Fiir die Berechnung der zugehorigen Eigenwerte bzw. Mesonenmassen werden die auf-
tretenden Funktionen sowohl in der Gitterkonstanten a, als auch in der Massendifferenz
Am ~ Ax entwickelt. Die entsprechenden Eigenwerte ergeben sich nach Rg. (IV) wie
folgt:

1
A\ =m2 — 58m + O(AxY) (5.28)
1
und A=)+ 5 8m + O(Ax?Y), (5.29)
A2 po—p— £ (po — p)?
mit  Ag, = —— |1 S/ (5.30)
Xs — X Xs — X (Xs — X)

Die Transformation zur Masseneigenbasis ist von der Form

w1\ [ cos(Oxy) sin(Ory) -
(US)M a <— sin(0ry) cos(Hm)> (778> ’ (5.31)

mit dem Mischungswinkel

\/§Ax> ~ VBAx(po —p - &) L VBAX(6 = X)(p0 = 5)* (5.32)

1
0., = — arctan - -
) (Xs - X 6AX? 4+ 2(xs — X)? 2[AX2 + (xs — 2)2]2

Aus der nun vollstdndig diagonalisierten Massenmatrix konnen die Mesonenmassen fiihren-
der Ordnung nach Einsetzen von (4.46b) und (5.3a) bis einschl. zur Ordnung O(a?) in der
Gitterkonstanten bzw. O(Am?) in der u-d-Massendifferenz wie folgt angegeben werden:

2a2W¢ sin?(w)
2 0
my, = Bo(myu +mq) + 2aWy cos(w) + m
1
- §A7'r77 + O(Am4, CL3)
2a2W? sin2(w)
2 f 5
mﬂ-g,ﬂs = BO(mu + md) + 2CLWQ COS(UJ) + m + O(CL )
iy = EWEsn(w) |
mK4,K5 — BO(mu + ms) + (lWO(l + COS(LL))) —+ Bo(mu n md) ((1 ) (533)
a?We sin?(w)
m%@,m = Bo(mgq + ms) + aWp(1 + cos(w)) + m O(a )
1 2a°W2 sin?(w
mgs =3 Bo(my + mq + 4mg) + 2aWy(2 + cos(w)) + M
1
+ §A7r77 + O(Am4, (13)

Dabei ist die 79-n-Massenkorrektur in der betreffenden Entwicklung explizit durch

a?Wg sin? (w)

A _ Bolma—my)?® | 20Wo(l —cosw)) — Fon Ty | 4’WE (L~ cos(w))’
T 2mg — my — Mg By(2mgs — my — myq) B3(2mg — my — mq)?
(5.34)

gegeben und damit von der Ordnung O(Am?).
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Im Kontinuumslimes a — 0 sind die Massen der geladenen Pionen, die sich in der gege-
ben Parametrisierung (4.37) aus den Feldern 7 und 73 zusammensetzen, entartet. Auch die
geladenen Kaonen, die sich aus K4 und K5 zusammensetzen, sowie die neutralen Kaonen,
die durch Linearkombinationen von Kg und K7 gegeben sind, sind jeweils massenentar-
tet. Die Differenz der Kaonenmassen ist in dieser Ordnung durch die Massendifferenz der
zwei leichten Quarks gegeben (vgl. Gl. (5.24)). Das neutrale Pion 7 besitzt gegeniiber den
geladenen eine durch die Mischung mit dem n-Meson leicht reduzierte Masse. Die Mas-
senaufspaltung ist von der Ordnung O(Am?), der 7’-n-Mischungswinkel nimmt fiir die
Quarkmassen aus Tab. 2.1 sehr kleine Werte in der Grofenordnung 60, ~ 0,5° —1,0°
an. Die Mesonenmassen my, erfiillen im Grenzfall verschwindender u-d-Massendifferenz
automatisch die Gell-Mann-Okubo-Relation (vgl. [19])

A = 3m; 4+ m3. (5.35)

Dies gilt sowohl im Kontinuumslimes, als auch fiir eine nichtverschwindende Gitterkon-
stante. Ebenfalls unabhéngig vom Entwicklungskoeffizienten By lédsst sich eine Relation
der Quarkmassen zueinander gewinnen:

mﬁ{ Myu,d + Ms

fi — 0. 5.36
o T o (5:30)

Die physikalischen Ergebnisse im Kontinuum stimmen qualitativ mit den bekannten Re-
lationen und den Mesonenmassen des Oktetts (s. Abb. 3.5) iiberein. Die Abhéngigkeiten
von den Quarkmassen spiegeln des Weiteren den Quarkinhalt der Mesonen wider.

Fiir eine nichtverschwindende Raumzeitdiskretisierung erhalten die physikalischen Mas-
sen, wie erwartet, Gitterartefakte in verschiedenen Ordnungen von a abhéngig vom Twist-
Winkel. Die automatische O(a)-Verbesserung fiir Full-Twist w = wp = 5  kann lediglich
fiir die geladenen Pionen festgestellt werden. Sowohl die Kaonen, als auch das n-Meson
weisen nichtverschwindende Gitterfehler auf. Auch die Masse des neutralen Pions kann
aufgrund der 7°-n-Mischung nicht O(a)-verbessert werden - die verbleibenden Fehlerterme
sind allerdings aufgrund der schwachen Mischung sehr klein.

5.1.3. Optimierte Feld-Parametrisierung

Zur Berechnung der néchstfithrenden Ordnung wird im spédteren Verlauf ein zu Kap. 5.1.1 ff.
ahnliches Verfahren auf die Lagrangedichte in Gl. (4.45) angewandt, um durch Bestimmung
von Minimum und Kriimmung Ausdriicke fiir die neuen Treelevel-Massen der Mesonen zu
erhalten. Zusétzlich tragen Schleifenbeitrage (vgl. Tab. 3.1) und die daraus resultierende
Selbstenergie zur physikalischen Masse bei. Durch die Verschiebung des Minimums tre-
ten neben den symmetrischen 4-Vertices auch 3-Vertices auf, die zunéchst symmetrisiert
werden miissen, sodass sich der Rechenaufwand im Vergleich zur Kontinuumstheorie un-
verhaltnismafig vergrofert (vgl. [34]).

Ein moéglicher Ansatz, diesen Aufwand zu minimieren, ist eine Kompensation der Ver-
schiebung (Gl. (5.9)) in die exponentielle Parametrisierung der Felder, sodass

. 8

1

— E /\a,(bg] = exp
FO a=1

die verschobene Feldmatrix darstellt und das Minimum der entsprechenden Lagrangedichte
wie gewohnt im Ursprung liegt. Diese lineare Transformation des exponentiellen Arguments
geht unter Beriicksichtung der Baker-Campbell-Hausdorff-Reihe (BCH)

U = exp

. 8 . 8

1 1 -

— AaPa + — Ao 5.37
2 a§1 a®a + e ;1 qba,] (5.37)

exp|A] exp[B] = exp [A + B+ %[A, B] + %[A, [A, B]] — %[B, [A, B]] + } (5.38)
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in eine nichttriviale Transformation der exponentiellen Feldkonfigurationsmatrix U iiber
[35]. Um die Verschiebung dennoch auf triviale Weise in die Terme der betreffenden La-
grangedichte implementieren zu kénnen, bietet es sich an, diese durch die Multiplikation
mit einer unitdren Verschiebungsmatrix Uy auszudriicken. Durch die Unitaritat sind ins-
besondere rein derivative Terme automatisch normiert, sodass eine Renormierung nur fiir
Mischterme in néchstfiihrenden Ordnungen erforderlich wird. Des Weiteren koénnen die
Massen der Freiheitsgrade in fithrender Ordnung direkt aus der Kriimmung der Lagran-
gedichte im Ursprung ermittelt werden und es treten lediglich symmetrische 4-Vertices in
der spéteren Schleifenrechnung auf.

Wie in [34] gezeigt, fiihrt ein naiver multiplikativer Ansatz der Form U’ = UyU zu
einer ganzen Reihe von Komplikationen, die sich bspw. in einer drastischen Zunahme der
symmetriebrechenden Terme und dariiber hinaus in zusétzlichen nichtdiagonalen Elemen-
ten des inversen Propagators dufsern. Der bislang optimale Ansatz, die Verschiebung durch
den Massen-Twist in die effektiven Lagrangedichten zu implementieren, ist eine symmetri-
sierte Parametrisierung der Feldmatrix U der Form

. 8
1 ~
i ; Aata

Durch zweifache Anwendung? der BCH-Reihe (s. Rg. (V)) und Bildung des natiirlichen
Logarithmus lassen sich dann die Felder

1.1
U :=UZUUZ = exp exp exp

. 8 . 8

1 - 1 -«
o1 5 )\a a o1 g )\a al - .
2Fy a=1 ¢ 250 a=1 ¢ ] (5 39)

. r 12
P12 = _1 - 5%2] $1.2+ O(6%) (5.40a)
¢ =1+ 0(¢?) (5.40b)

R r 72
$a5,67 = _1 - 225]?;02} b1567 + O(¢7) (5.40c)
¢s =1+ 0(¢?) (5.40d)

in der verschobenen Parametrisierung ermitteln. Setzt man die modifizierte Feldmatrix U’
in die Lagrangedichte fiihrender Ordnung ein und bestimmt wie gewohnt die Hesse-Matrix
bzgl. des Ursprungs, reproduziert sich die in Kap. 5.1.2 gefundene Massenmatrix nach
deutlich verkiirzter Rechnung (vgl. Rg. (VI)).

Fiir die weiteren Berechnungen wird stets die optimierte Parametrisierung verwandt und
die Hut-Kennzeichnung der Ubersicht halber, falls nicht anders erwihnt, fallen gelassen.

5.2. Mesonenmassen in nachstfithrender Ordnung

Die Berechnung der Mesonenmassen in der néchstfithrenden Ordnung chiraler Stérungs-
theorie erfolgt auf Treelevel-Ebene in gleicher Weise wie in der fiihrenden Ordnung. Aus-
gehend von der effektiven Gitter-Lagrangedichte in Gl. (4.45) wird zunéchst das Minimum
bestimmt und mit Hilfe der optimierten Parametrisierung (5.39) in die Entwicklung im-
plementiert.

Anders als in fithrender Ordnung treten hier allerdings derivative Mischterme mit den
Quarkmassen- bzw. Gitterspurionen auf, sodass eine automatische Renormierung, wie in
Kap. 5.1.3 beschrieben, nicht gegeben ist. Folglich miissen die derivativen Terme mit Ko-
effizienten L4 5 und Wy 5 um das neue Minimum entwickelt werden, um wie zuvor Renor-
mierungskonstanten zu bestimmen. Analog zu Rg. (VI) kénnen dann die Treelevel-Massen
néchstfithrender Ordnung bestimmt und im Bezug auf das Minimum renormiert werden.
Wie im vorherigen Kapitel kann die Lagrangedichte zunéchst in einen derivativen und

32 Zur Anwendung der BCH-Reihe auf Produkte aus drei Exponentialfunktionen wurden in den Rechnungen
die Formeln aus [36] verwendet
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einen rein symmetriebrechenden Anteil aufgeteilt werden, sodass

LN10,der = L1,0,der + La der (5.41)

mit  Lyder = La(0,UUT)(xUT + Ux") + Wi(0,U0,U Y (Up' + pUT)
+ L, 00,U0t (Ut + Ut ) ) + Wi (9,00,U" (Ut + pUt) )

und Lnrosb = L1osb + Lagh (5.42)

mit  Lag = — Le(xU + UXN? = We (Ut + UX Ut + pUt)
= Ly(xU" = UxT)* = W (xUT = UxT)(Up" — pUT)
— Ls(UXTUXT + xUXUT) = We(UptUXT + pUTxUT)
— WUt + pUt)? — Wi(Upt — pUT)?
— Wé(UpJfU,OJr + pUTpUT> + const.

die fiir die weiteren Rechnungen relevanten Terme darstellen.

Im Anschluss an die nun folgende Bestimmung der Treelevel-Massen werden die Selbst-
wechselwirkungsvertices in Tab. 3.1 zur Berechnung der Selbstenergie iiber den Propagator
fithrender Ordnung herangezogen, um Schleifenkorrekturen in die Ausdriicke der Mesonen-
massen einfliefen zu lassen. Dabei werden Unendlichkeiten auftreten, die mit Hilfe der
Dimensionalen Regularisierung behandelt werden kénnen, sodass die Theorie schlussend-
lich vollstandig {iber die NLO-Entwicklungskoeffizienten renormiert werden kann.

5.2.1. Verschiebung des Minimums und Renormierungskonstanten

Fiir eine ibersichtliche Entwicklung des symmetriebrechenden Terms in néchstfithrender
Ordnung werden die zusétzlichen Terme mit chiraler Dimension D =4  zunéchst ge-
trennt betrachtet, bevor sie zusammen mit den bekannten Termen fiihrender Ordnung zur

Bestimmung des Minimums zusammengefasst werden kénnen33.

Le, Wg und Wy

Das Quadrat der Spur im Lg-Term kann analog zu den Termen fiihrender Ordnung in Rg.
(I) berechnet werden. Nach Rg. (VII.a) ergibt sich bis zur quadratischen Ordnung in den
Feldern der Ausdruck®?

2
Lnro,ns = — Le(xU' + Ux')
) 16Lg 1 ., 1. L1
= Lo, = oz 2N+ xe) [GXF 4 (0 + X ) K + 00+ 206078
0
1 1
+ §AX (K4K6 + K5K7) + %AXﬂ'ﬂ]g . (5.43)

Es wird deutlich, dass dieser Term, wie durch die chirale Dimension vorausgesetzt, aus-
schlieklich quadratische Abhédngigkeiten in den Quarkmassen aufweist. Des Weiteren zeigt
sich, im Vergleich zu Gl. (5.6) lediglich ein zusétzlicher konstanter Faktor. Dazu vollig
analog kann der entsprechende W{-Term mit quadratischen Abhéngigkeiten der Gitter-

33 Dies ist die einzige Rechnung, in der die originalen Felder verwandt werden, um die optimierte Parame-
trisierung vollstdndig zu definieren

31 Konstante Terme der Lagrangedichte, die in den anhéingenden Rechnungen auftreten, werden im Fol-
genden als physikalisch irrelevant vernachléssigt
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konstanten geméf Rg. (VIL.b) wie folgt ermittelt werden:

2
Lyrowy == — Wg(Up! + pUT)
2 16wy [ .. 1o 1,y 1
= Lylow; = Fiozﬁ (25 + po) [2p7r2 5 (P po) K2 + (5 + 200)118 — Fopgm} - p%ﬂ:?]

(5.44)

Im Gegensatz zur Lagrangedichte fiihrender Ordnung erlaubt die Berechnung in héheren
chiralen Dimensionen Terme, die Mischungen der beiden explizit symmetriebrechenden
Spurionen beinhalten. Nach Entwicklung der reinen Gitter- und Quarkmassenterme Lg
und W kann der Ausdruck fiir W nach Rg. (VIL.c) zu

LNLOWs == — W6<XUT + U><T><UpT + pUT>
2 4W6 ~ o~ N ~\ — 1 n o~ N ~ oy
= El(vﬁo,wﬁ =72 (45 + Xpo + XsP)T> + 5 (X7 + 3Xpo + 3xsp + 2xsp0) K 2

1, R -
+ 5 (4%0 + 5%p0 + 5xah + dxspo)ig

+ Ax (25 + po) (K4Kg + K5 K7) + —=Ax (20 + po) ming| . (5.45)

%w

entwickelt und ausmultipliziert werden.

L77 W7 und W{7

Die Beitrége néchstfithrender Ordnung mit den Entwicklungskoeffizienten L7, W7 und W7
konnen nach gleichen Definitionen und analogem Ansatz wie folgt aufgeschliisselt werden
(s. Rg. VIIL.a/b/c):

2 16L~ 4 R 1 .
‘CI(\H)JO,L7 = FO2 |:AX27T% - %(XS - X)AX7T1778 + g(Xs - X)277§:| y (546)
2 16W2 5
Lo = 3 F027 (205 — ppo + P3)13 (5.47)
2 16W+ [1 ) i 2 i
wd LGy, = 72 [3(Xs —X)(po — p)ng — %Ax(po - p)ﬂms} : (5.48)

Wie bei den ersten drei Termen ergeben sich quadratische Abhéngigkeiten von Gitterkon-
stanten und Quarkmassen sowie Mischterme. Die gefundenen Ausdriicke liefern allerdings
nur Beitrige im 7°-n-Sektor.

Lg, Wg und WIS

Fiir die letzten drei symmetriebrechenden Terme wird zunéchst eine quadratische Ergén-
zung durchgefiihrt, um sie unter Ausnutzung der Unitaritét der Feldmatrix U sowie der
Zyklizitat der Spur in eine einfachere Gestalt zu bringen. Fiir den Lg-Term ergibt sich
bspw.
Lnrors == — Ls(Ux'UX" + xUTXUT) (5-49)
= — L8<UXTU><Jr +2xx + XUTxUT> + const.
= — L8<UXTUXJr +x'UUTY + UTxx'U + XUTxUT> -+ const.

= — Lg [XTU + Uer}2 ) + const. (5.50)

Die Vereinfachungen fiir die zwei weiteren Terme erfolgen analog.
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Eine Entwicklung der drei Ausdriicke ist dann nach Rg. (IX.a/b/c) gegeben durch:

8Lg

X0z = 23 {(22 F AT+ P+ (48 + 200 + A B2
+§(X +2x2 + Ax%) n
+ (X + xs) AX(KyKg + K5 K7) + \%XAXM%} ; (5.51)
o= [ﬁw S+ (- R
+3 (2p +2pp0) K2+ < (3/) +p3) 3 — 2F0/3p3773] (5.52)
und LRy = SFV? [fcﬁfr? + L0+ Rpo + X6+ xap0) K+ 1 (05 + 2500}

1,. 1 . .
+ §(p + po) Ax(K4Kg + K5 K7) + %prmns — FOX,OST"S]
(5.53)

Wie schon in fithrender Ordnung, treten lineare Feldterme nur fir w3 bzw. ¢3 auf, sodass
das Minimum ausschlieflich in ¢3-Richtung verschoben ist. Nach Zusammenfassung der
symmetriebrechenden Terme fithrender Ordnung in Gl. (5.6) und der neu entwickelten
ergibt sich der Ausdruck?’:

b3 = Fops [F§ + 8Ws(2X + Xs) + 8Wsx + 16W§(25 + po) + 16Wgp]
(X + 5+ 16L6(2X + xs)X + 8We(4XP + XsP + poX)

~ ~~ ~ —1
+ 16Ls (¢ + AX?) + 16Wsxp — 32W¢p3 + 16WE(5° — p3)]

(5.54)

F2 +8Ws(2X + xs) + 8WsX
FEX +16Ls(2X + Xs)X + 16Ls(X + Ax?)

= ¢3 = Fyps +0(a?). (5.55)
Da das Minimum wie in Kap. 5.1 nur quadratisch oder in Verbindung mit p3 auftreten
wird, geniigt es, die Entwicklung bis zur Ordnung O(a) zu betrachten.

Die Renormierungskonstanten Z, berechnen sich durch Einsetzen der optimierten Para-
metrisierung in die derivativen Terme der Lagrangedichte und anschliefsender Entwicklung
um den neuen Ursprung.

L4 und W4

Unter Implementierung der Verschiebung durch die neue Parametrisierung in die beiden
ersten derivativen Terme néchstfiihrender Ordnung bleiben die Spuren mit den Feldablei-
tungen invariant, sodass lediglich die Faktoren mit den symmetriebrechenden Spurionen
in ¢3 entwickelt werden miissen. Unter Anwendung der Zwischenergebnisse von Rg. (IT)
bestimmen sich die betreffenden Ausdriicke nach Rg. (X.a/b) zu

ALy 2[oc 95 . 3
= g 2 (0ua)’ |28+ xs — Tk | +O(a?) (5.56)
®=0 0 g—1 0

/
NLO,L4

AWy 8 s 263 ®3 3
b T ) [2p+po+F0p3F2p] +OW).  (557)

/
und ‘CNLO,W4

35 Auf die explizite Kennzeichnung der NLO-GréRen wird in diesem Kapitel verzichtet



5. Berechnung physikalischer Gréfsen im Rahmen der Twisted-Mass x PT 48

L5 und W5
Die weiteren zur Renormierung beitragenden Terme weisen Mischungen mit symmetrieb-
rechenden Grofen innerhalb der Spuren auf. Nach Einsetzen der optimierten Parametri-
sierung erhélt man fiir den Ls-Term
Lo, = Ls(0,U'9,U" (XU Tru ’x*) ) (5.58)
1 1 l]t + lT t l]t 1 1
= Ls(Ug 0,UU3 UG 0,U" |xUg ' U'Ug +UgUUZ x| )
. 11
= L5(9,U0,U" [UOQ XUg'U + UUg XUOQ] ), (5.59)

sodass sich nach analoger Rechnung fiir den Ausdruck mit dem Gitter-Spurion p insgesamt
die Entwicklungen

/ 4Ls 2| Cfv’gA 2ol | CZV%A
=2 _ 73 K)2= < —
LNLO.Ls oo FC (O0u7)7 X ZFOQX + (O )2 X+ X ZFOQX
210 95
+(8/ﬂ78) 3 X+ 2xs 2F02X
72
(0 K1) (B KK) + (0,K5) (9,K7)) [AX _ j]g?AX}
0
+ 2 o [ax - B ax]| +ow) 660
V3 2F2
AW Y I 3
und L} = —2 | (0,7)? [p+ py— =5
NLO,Ws B0 FO2 Y FO 2F02
2ol |- b3 P2
K)?*= RC VI
+ (O )2{p+po+Fop3 QFOQP]
21 = @ _ J’% ~ 3
+(Oums)”5 pt200+ 7 ps 277" +0(a®)  (5.61)

finden (s. Rg. (XI.a) und Rg. (XL.b)).

Fasst man die vier Terme zusammen und schliisselt sie nach den Mesonenfeldern auf,
ergeben sich unter Beriicksichtigung des Terms fiihrender Ordnung und nach Einsetzen
des Minimums insgesamt folgende kinetische Lagrange-Terme3%

1. 4 . -
Liorn = §((‘aﬂ)? 1+ 2 [(41:4 +2L5)X + 2Laxs + (4Wa + 2W5)p
0

[

p

+2Wapo — (2Ly — AWy + L5 — 2W5)f”} +0(a®), (5.62a)

N

1, - 41
Lier i = 5@1{)2 L+ 25 [(8L4 +2L5)X + (4L + 2L5) xs + (8Wa + 2W5)
0

2
+ (4Wy + 2Ws) po — (4L4 — 8Wy + L5 — 2W5) ’ﬂ + O(a®)

(5.62b)

36 Nach Einsetzen der Verschiebung treten Mischterme aus symmetriebrechender Gitterkonstanten und
Quarkmassen, die ebenfalls ab der dritten Ordnung geméaf der Hierachie (5.8) vernachléssigt werden
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und

1 41
Geray = 5 (Ous)” | 1+ 73 [(12L4 +2L5)X + (6La + 4Ls) xs + (12Wy + 2W5)p

|

Des Weiteren treten bedingt durch die u-d-Massendifferenz Mischterme in den Feldern auf:

+ (6Wa + 4Ws)po — (6Ly — 12Wy + Ls — 2Ws) 2 | | + 0(a?).

X>‘ww

(5.62¢)

1 8L
i1 = 5 (KO, + O,55)0,0) 1+ 52 8x[1- 78] | + 00
(5.63a)
1 8Ls 2 p2
und L1y = 5 (9um) (9ms) | 1+ F—g%AX {1 -3 ;’2] +0(a®). (5.63b)

Die neuen Renormierungskonstanten Z, auf der Diagonalen des Propagators lassen sich
leicht ablesen. Des Weiteren wird erkennbar, dass der Propagator in nachstfiihrender Ord-
nung keine diagonale Gestalt mehr aufweist, sodass die Renormierungskonstanten in einer
nichtdiagonalen Matrix b¥ zusammengefasst werden und iiber einige Matrixoperationen
analog zu Gl. (5.16) mit der Hesse-Matrix verrechnet werden.

5.2.2. Kriimmung der Lagrangedichte und Treelevel-Massen

Der Ansatz zur Bestimmung der Hesse-Matrix in optimierter Parametrisierung ergibt sich
wieder iiber die zweifache Ableitung und Entwicklung der Exponentialfunktionen analog
zu Rg. (VI). Mit den in Rg. (XII) dargestellten Rechenregeln lassen sich die Terme von Lygp,
in eine Gestalt bringen, mit Hilfe derer die Hesse-Matrix bestimmt werden kann (vgl. Rg.
(XIII) bis (XV)). Die Eintriage werden iiber das oben erwiahnte Matrixprodukt und die ge-
fundenen Renormierungskonstanten zu einer physikalischen Massenmatrix umgeschrieben.
Fiir den Pionen-Sektor findet sich nach Berechnung der Spuren auf der Diagonale:

M = 45+ 23 (5.64a)
X
4
+ | (8L + 4L — (ALy + 2L5)) %2
0

+ (4Le — 2L4) X xs
6i1(8L7 + 4Ls — $Ls)) Ax?
8Wes + 4Wg — (4L4 +2L5 +4W, + 2W5)))A(p

8W§ + AW — (4Wy + 2W5)) 52

AWg — 2Wa) ppo

(1 + 8i3)(—8L¢g — 4Lg + 8Wg + 4W)

— 80;3W§ — 403 W§ — (4Wy + 2W5)) p3
2 A
37,2 )22

+(
(
(
(2Ws — 2L4) xsp
(
(
(

+ (= 2L6 + 2W5 — L4)p§% + 60 2Lsp
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Es fallt auf, dass die Pionen in néchstfithrender Ordnung explizite Terme proportional zur
quadratischen u-d-Massendifferenz enthalten, die eine Aufspaltung zum 7°
Dariiber hinaus findet sich neben der Aufspaltung zwischen geladenen und ungeladenen
Pionen eine durch den Twist implizierte Massendifferenz zwischen den mo- und m3-Feldern,
die sich zu den geladenen Pionen iiberlagern. Aufgrund dieser Uberlagerung verursachen
die Terme allerdings keine unphysikalische Aufhebung der Entartung von positivem und
negativem Pion.

Im Grenzwert gleicher up- und down-Massen fallen nichtdiagonale Elemente der Matrix
weg und das gefundene Ergebnis entspricht den Treelevel-Massen in der Arbeit von T.
Sudmann (s. [34]).

Vollkommen analog erhélt man fiir die Diagonale von Kaonen und 7-Meson

implizieren.

) = 1[x+xs+p+po+ pg} (5.64b)
2 2x
41 )
+ 722 [(SLG +2Lg — (4L + Ls)) X
+ (12Lg + 4Ls — (6L4 + 2L5))>2xs
+ (4L¢ +2Ls — (2L4 + L)) x2 + (2Ls — 2L5) Ax?
+ (8Ws +2Ws — (4L4 + L5 + AWy + W5)) xp
+ (6W6 + 2Ws — (4L4 + Ls + 2W4 + W5)) Xpo
+ (6Ws + 2Ws — (2L4 + L5 + AWy + W5)) xsp
+ (4Ws + 2Ws + 2Ws — (2L4 + L5 + 2Wa + Ws)) xspo
+ (12W§ + 4W§ — (6Wy + 2W5)) p°
+ (12Wg + 4Wg — (6W4 + 2W5)) ppo
+ (= 8Lg — 4Lg + 8Ws + 4Ws + AW( — (6Wy + 2W5)) p3
+ (—6Le — 2Ls + 6Ws + 2Ws
— (—La + AWy + W5)) p3 XAS + L5P§A§§2 )
my = ; [X +2Xs + 5+ 2p0 + 5;3( (5.64c)

41
h [(24L6 +24L7 + 12Lg — (12L4 + 2Ls5)) X°
0

+ (60Lg — 48L7 — (30L4 + 8Ls)) X xs
+ (24L¢ + 24L7 + 24Lg — (12L4 + 8L5) ) x2 + (12Lg — 12L5) Ax?
(24W5 + 24W7 + 12Wg — (12L4 + 2L5 + 12W, + 2W5)) X
(30Ws — 24W7 — (24Ly + 4L5 + 6Wy + 4W5)) Xpo
(30Ws — 24W7 — (6L4 + 4L5 + 24Wy + 4W5) ) Xsp
(24Ws + 24W7 + 24Wg — (12L4 + 8L5 + 12Wy + 8W5)) xspo
(48W§ + 48W4 + 36W§ — (24Wy + 10W5)) 5
(60Wg — 48W7 — (30Wy + 8Ws5)) po
(—24L¢ — 24L7 — 24Lg + 24W5 + 24W5
+ 24Ws + 24W§ + 24W7 + 12W§ — (24W4 + 10W5)) p3
+ (= 30Lg + 24L7 + 30Ws

+ o+ o+ + o+

5 Xs s Ax®
— 24Wr7 — (—9L4 + 24Wy + 4W5)) p3 == 2 + 6L5p37



5. Berechnung physikalischer Gréfsen im Rahmen der Twisted-Mass x PT 51

Auch fiir diese Mesonen gehen die Ergebnisse im Limes gleicher up- und down-Massen in die
von Sudmann gefundenen Werte iiber. Aufféllig ist hier, dass die Ausdriicke Terme propor-
tional zur quadratischen u-d-Massendifferenz erhalten, die durch den Ls-Term impliziert
werden. Diese rufen allerdings keine Aufhebung der Massenentartung im Kaonen-Sektor
hervor.

Neben den diagonalen Komponenten treten auch fiir die Massenmatrix néchstfithrender
Ordnung bedingt durch  Am # 0 nichtdiagonale Elemente auf. Die Matrix hat analog
zu Kap. 5.1.2 die Form

My 0 0 0 0 0 0 Mg
0 My O 0 0 0 0 0
0 0 Mgz 0 0 0 0 0
om— | O 0 0 My 0 My O 0 | (5.65)
0 0 0 0 My 0 My 0
0 0 0 DMy 0 My O 0
0 0 0 0 M5z 0 My O
Mg 0 0 0 0 0 0 Mgg
Mg = iAX |:1 + il |:(24L6 +48L7 +12Lg — (12L4 + 8L5)))A<
/3 FZ3
+ (12L¢ — 48L7 — (6L4 +4L5)) Xs
+ (12W6 + 24W+7 + 6Wg — (4L5 + 12W,4 + 4W5))/3
+ (GWG — 24W7 — (2L5 + 6Wy + 2W5))p()
+ (= 12L — 12L7 — 12Lg + 12Ws + 24Wr7 + 6Ws
2 2
— (=6Ly — 2L5 + 12W, + 4%))%3 n L5§§XS” ,
(5.66a)

1 41
Mg 57 = §AX [1 + 25 [(16L6 +8Ls — (8L4 +4L5)) X
0

+ (8L6 + 8Lg — (4L4 + 4L5))XS

+ (8Ws + 4Ws — (2Ls + 8Wy + 2W5)) p
+ (4Ws + 4Wg — (2L5 + 4Wy + 2W5)) po
+

—8Lg —4Lg + 8Wgs + 4Ws

2 2
— (~ALy — Ly + 8Wy + 2%))% + L5§3XSH . (5.66b)

Um die endgiiltigen Ausdriicke fiir die Treelevel-Massen der acht Mesonen zu erhalten, muss

die nun vollstdndig definierte Massenmatrix diagonalisiert werden. Analog zur Rechnung in

fiihrender Ordnung entspricht die Transformation zur Masseneigenbasis im Kaonen-Sektor
™

jeweils einer Drehung um 7, sodass Drehmatrix und Eigenvektor die selbe Gestalt haben.

Fiir die Eigenwerte ergibt sich:
A2 = Myg — Myg 57 und g4 = Mg + Mys 57 . (5.67)

Die Massenaufspaltung der Kaonen bezieht sich wie in fiithrender Ordnung lediglich auf
die geladenen und neutralen Kaonen - die geladenen Kaonen untereinander sind bspw.
weiterhin massenentartet, wie es physikalisch sinnvoll ist. Im Gegensatz zu den Ergebnissen
von K. Walter kénnen keine Terme der Ordnung O(Am?) in der Kaonen-Massendifferenz
gefunden werden. Dieses Resultat ist konsistent mit dem Ausdruck, der in [20] angegeben
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wird. Die Transformation im 7%-n-Sektor kann véllig analog zur Rg. (IV) durchgefiihrt
werden. Die Eigenwerte ergeben sich zu
1

1
AL =DMy — iATm und Ao = Mg + §A7TTI . (5.68)

Die Massendifferenz ist dabei durch

1
Ay = §[m88 — My | (

+ O0(Axh (5.69)

gegeben.

Setzt man die vollstdndigen Ausdriicke fiir die Quarkmassen- und Gitter-Spurionen in
die Matrixkomponenten ein, erhélt man die Treelevel-Massen néchstfithrender Ordnung
chiraler Storungstheorie. Fiir das neutrale Pion ergibt sich nach Gl. (5.64a):

M72r1 = Bo(my +myq)
8B§ 2 2
+ F [( —2L4 — L5 =+ 4L6 + 2L8) [mu + md]
0
— 4Ly — 2L5 + 8Lg + 4Lg)mymq
2Ly + 4Lg) [mu + ma] ms

+(
+ (-
+ (= 2L5 +4L7 + 2Ls) [ma _mu]z]

+ 2aW) cos(w)
100 PO [(— Wi+ W)+ ma]
FO
+ (= 2Ly — Ls — 2Wy — W5 + 4Ws + 2W3g) [my + ma] cos(w)
+ ( —2L4 + 2W6)ms cos(w)}

2a>W sin? (w)

Bo(my + mgq)

3202 W2

" [ —2W, — W5
0

+ (= Wy + 2W) cos(w)
+ (4W§ + 2W) cos®(w)
+ (—4Lg — 2Lg + 4Ws + 2Wj) sin®(w)

] " sin?(w)

17, [Md = Mu
+ 375 my + mq
+ (= Ly — 2Lg + 2Ws) [ } sin2(w)]

my + mgq

1
— §Am + (’)(Am4, a3)

(5.70a)

Es wird deutlich, dass die in der Theorie vorgesagte automatische O(a)-Verbesserung in

néchstfithrender Ordnung nicht nur durch die u-d-Massendifferenz, sondern auch explizit
s

durch die Wy- und Wg-Terme aufgehoben wird. Weiterhin zeigt sich im Full-Twist w = 5
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qualitativ ein Verschwinden des weitaus grofsten Teils, der in a linearen Fehlerterme. Im
Gegensatz zu den Ergebnissen fithrender Ordnung (vgl. Gl. (5.33)) enthalten die Pionen-
Massen neben den Beitragen des physikalischen Quarkinhaltes explizite Abhéngigkeiten
von der strange-Masse. Diese bestehen auch im Kontinuumslimes a — 0 und werden
durch die Koeffizienten Ly und L¢ induziert. Da diese Grofen allerdings nach [22,23] klein
sind (vgl. Tab. 3.4), handelt es sich um vernachlissigbare Effekte.

Die geladenen Pionen erhalten nach Einsetzen der physikalischen Grofen folgende Mas-
sen auf Treelevel:

Mi = Bo(mu—l—md) 1=2,3
83(2) 2 2
+ =2 (= 2Lu = Ls +4L5 + 2Lg) [m3 + m]
0

(—4L4 — 2L5 4 8Lg + 4Lg)myma
(= 2La + 4Lg) [my + mams|
+ 2aW cos(w)

16&30W0

g

_|_
_|_

[( — Wi + We) [m + ma]
+ (= 2Lg — Ls — 2Wy — W5 + 4Ws + 2Ws) [my + mq| cos(w)
+ (= 2L+ 2W)mg cos(w) |

2a>W¢ sin?(w)

Bo(my + ma)

323;;/02 — Wy — Wy — AW, — 20:3 W,

(— Wy + 2Wg) cos(w)

((1 + 6i3) (4W§ + 2WY)) cos®(w)

((1+4 d3)(—4Le — 2Lg + 4Ws + 2W3)) sin®(w)

(

} sin2(w)] + O(a®)

my + mgq

— Ly —2Lg+ 2W6) |:Tns

(5.70b)

Die gefundenen Ausdriicke entsprechen weitestgehend denen der neutralen Pionen. Die
Massenaufspaltung ist zum einen durch die w-n-Aufspaltung nach Diagonalisierung der
Massenmatrix gegeben (s. Gl. (5.69)), wird aber zusétzlich explizit durch den Ls-, Lz-
und den Lg-Term der Lagrangedichte néchstfiilhrender Ordnung ebenfalls mit Ordnung
O(Am?) induziert. Die Beitriige durch das strange-Quark treten hier vollig analog auf.

Betrachtet man die durch das Gitter verursachten Fehlerterme, zeigt sich ein &hnli-
ches Verhalten, wie im ungeladenen Fall. Die Aufspaltung zwischen den Feldern w5 und
ms, deren Linearkombinationen in der gewéhlten Parametrisierung die geladenen Pionen
reprasentieren, zeigt sich in dieser Darstellung nicht nur durch den Massen-Twist, son-
dern auch fiir verschwindende Twist-Winkel. Da dieser unphysikalische Effekt allerdings
im naiven Kontinuumslimes verschwindet, ist er als reines Gitterartefakt zu deklarieren.
Auf den Folgeseiten finden sich die Ausdriicke der geladenen und neutralen Kaonen sowie
des n-Mesons. Die Ergebnisse folgen durch Bildung der Eigenwerte nach Gl. (5.67/68) und
Einsetzen der relevanten Gréfsen.



5. Berechnung physikalischer Gréfsen im Rahmen der Twisted-Mass x PT

o4

Treelevel-Massen der geladenen Kaonen:

M, = Bo(my +ms) i=4,5

+ QFBZg (= 8Ly~ 3L5+ 16L¢ + 8Lg)m?
0 + Lsm?
+ (— 8Ly —4L5 + 16Lg + 8Lg)m?
+ (= 8Ly — 2L5 + 16Lg + 8Lg)mymaq
+ (= 16Ly — 8L5 4+ 32Lg + 16Lg) ) myums
+ (= 8Ly + 16Lg)mams
+ (2Ls — 2Ls) [;ma — mu]’]
+ aWy(1 + cos(w))

4aByW,
00 [(— ALy — 205 — AWy — 2Ws 4 8Wg + AWs)my

0

+
+ (—4Lgy — 2L5 — AWy — 2Ws5 + 8Ws + 4Ws)ms
+ (= 4Ly — 2L5 — 8Wy — 2W5 + 12Wg + 4Wg)my, cos(w)
+ (— 4Ly + 4Ws)mq cos(w)
+ (= 4Ly — 2L5 — 8Wy — 2Ws + 12W5 + 4Wx)ms cos(w)]
a?W¢ sin? (w)
By(my + myq)
4a2W02

7|~ 12Wa - AW+ 8W
0

+ (= 12Wy — 4Ws5 4 24Wg + 8Wg) cos(w)

16W§ + 8W3) cos®(w)

+
+ (16Ws + 8Ws) sin®(w)
+ (SLG +4Lg — 4Ly — L5

mq — My

+ 8Wy4 + 2Ws5 — 8Wg — 4W8) |: :| sin? (w)

my + mgq
ms(mq — my)

— 2L
> [ (mg + my)?

Jsito)

2
m —

L mu] sin? (w)
my + My

+ (4L4 — 24Lg — 8Lg

+2L5[

— 16W, — AW + 24 W + 8W) [mr’lm
u d

} sin2(w)] +O(a®)

(5.70¢)
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Treelevel-Massen der neutralen Kaonen:

+ 217112(2) [L5m12l
+ (= 8Ly — 3L5 + 16L + 8Lg)mj
+ (= 8Ly — 4L5 + 16L¢ + 16Lg)m?
+ (— 8Ly — 2L5 + 16Lg + 8Lg)mymq
( —8L4 + 16L6)mumS
+ (— 16Ly — 8L5 + 32Lg + 16Lg) ) mams
+ (2Ls — 2Ls) [;ma — mu]’]

+ aWp(1 + cos(w))
“f;%% (= 4L+ 4Wg)m,
+ (—4L4 — 2L5 — AWy — 2W5 + 8Ws + 4Wg)mq
+ (—4Lg — 2L5 — AWy — 2Ws5 + 8Ws + 4Wg)ms
+ ( —4L4 + 4W6)mu cos(w)
+ (—4L4 — 2Ls5 — 8Wy — 2W5 + 12Ws + 4Wg)mgq cos(w)
+ (= 4Ly — 2L5 — 8Wy — 2Ws + 12W5 + 4Wx)mg cos(w)]

a?W¢ sin? (w)

By(my + mgq)
4a2W2
72 0| —12Wy — 4W5 + 8W

+ (= 12Wy — 4W;5 + 24Wg + 8Wg) cos(w)
+ (16W§ + 8W§) cos?(w)

+ (16Ws + 8Ws) sin®(w)
—|—(—8L6—4L8—|—4L4—|—L5

mq — My

— 8Wy — 2Ws5 + 8Ws + 4W3) [ ] sin?(w)

My + mgq

+ (4L4 — 24Lg — 8Lg

my + mgq

— 16Wy — 4W5 + 24Ws + 8Wy) [

M, = Bo(mq + ms) i=6,7

} Sin2(w)] + O(a®)

(5.70d)
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Treelevel-Masse des n-Mesons:

2 _
My, =

3

48002 [( — 6Ly — Ly + 12Lg + 12L7 + 6Lg) [m2 + m2]

N 2aWp(2 + cos(w))

+

+ = Any + O(Am?, a?)

1
—By(my + mq + 4my)

8B3 1

29
+ (—24Ly — 16L5 + 48L¢ + 48L7 + 48Lg)m
+ (= 12Ly — 2L5 + 24Lg + 24L7 + 12Lg)mymq
+ (= 30Ly — 8L5 + 60Lg — 48L7) [my + ma]ms

+ (6Ls — 6L5) [ma — my]’]

3
16aByWy 1

5 (= 12L4 = 2Ls — 3Wy — 2W5 + 15Ws — 12W7) [y, + ma]
0
+ (—12L4 — 8L5 — 12W4 — 8W5 + 24Ws + 24W7 + 24Ws)my
+(—6L4—L5—6W4—W5
+ 12Wg + 12W7 + 6Wg) [mu + md] cos(w)
+ (= 6Ly — ALs — 24Wy — AW; + 30Wg — 24W7)m cos(w)|
2a>W§ sin? (w)
3By (my +mq)
32a*W5 1
29

[ — 12Wy — 5Ws5 + 12W( + 12W7 + 6W}
+ (— 15Wy — 4Ws5 + 30Wg — 24W7) cos(w)
+ (12W + 12W7 + 12W3) cos® (w)

+ (—12Lg — 12L7 — 12Lg + 12Ws + 12W7 + 12W5) sin®(w)

2
mq — My

} sin?(w)
+ (9Ls — 30Lg + 24L7

+3L5[
my + myg

— 24W, — 4Ws5 + 30Wg — 24W7) [ ] sin? (w)]
My + My
1

2

(5.70e)
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Fiir die Kaonen zeigt sich ein dhnliches Verhalten wie fiir die Pionen. Neben den linea-
ren Termen in den Quarkmassen der jeweiligen Quarkinhalte treten in néchstfiihrender
Ordnung zusatzliche Beitrége aller drei Quarkflavors auf. So finden sich bspw. fiir die ge-
ladenen Kaonen Ausdriicke, die sowohl die up-Quarkmasse enthalten, als auch solche, die
das down-Quark représentieren, das nicht zum physikalischen Quarkinhalt dieser Mesonen
gehort. Ein analoges Verhalten ldsst sich fiir die ungeladenen Kaonen im Bezug auf das
up-Quark beobachten. Weitergehend treten neben den linearen Gittertermen auch Misch-
terme aus Quarkmassen und Gitterkonstanten auf. Die fiihrende Ordnung der Gitterfehler
verschwindet auch in diesem Fall fiir die Wahl des Full-Twists nicht.

Die Massenaufspaltung der Kaonen ist nach Einsetzen der physikalischen Grofen in Gl.
(5.66b) gegeben durch:

Agogs = Bo(ma — my)
AB3

e [( — 4Ly — 2L5 +8Lg + 4Ls) [m3 — m}]

+ (— 4Ly — 4L5 + 8Lg + 8Lg) [mq — my] m}

&Livioz% |:( — Lg —2Wy — W5 4+ 2Wes + 2W8) [md — mu]
0
+ ( — Ly — AW,y — W5 + 4We + 2W8) [md — mu] cos(w)]

8a?W§
I

[(4/:4 + L5 —8Lg — 4Lg

— 8Wy — 2Ws + 8W + 4TWg) [md_m“] sin? (w)

My + My
ms(mq — my)

2L
" 5{ (ma + my)?

] sinQ(w)} + O(a®)

(5.71)

In néchstfithrender Ordnung zeigt die Massendifferenz der geladenen und ungeladenen
Kaonen Gitterartefakte, die linear mit der u-d-Massenaufspaltung eingehen. Die fithrende
Ordnung O(a) kann auch fiir diese Messgrofse nicht automatisch durch Full-Twist aufge-
hoben werden.

Weiterhin kann eine Abhéngigkeit von der strange-Masse beobachtet werden, die durch
die Parameter L4, Ls,Lg und Lg induziert wird. Da sich der Quarkinhalt der Kaonen
nur im u-d-Sektor unterscheidet, ist dies ein zunéchst unerwartetes Ergebnis, das auch im
Kontinuumslimes beobachtet wird. Der bereits erwéhnte Umstand, dass die empirischen
Werte fiir Ly und Lg klein sind, relativiert diesen Effekt allerdings in dhnlicher Weise, wie
schon im Fall der Pionen. Der weitere Beitrag iiber den Ls- und Lg-Koeffizienten zeigt
wiederum, dass die Mischung in diesem nicht zu vernachléssigen ist.

Die durch die Diagonalisierung ermittelte Korrektur im 7%n-Sektor ist nach Gl. (5.69)
wie in fiihrender Ordnung von O(Am?). Entwickelt man den fiihrenden Term bis zur ge-
forderten chiralen Dimension, ergibt sich das Ergebnis in Gl. (5.72). Des Weiteren wird der
gesamte Ausdruck wie iiblich bis zu quadratischen Termen in der Gitterkonstanten angege-
ben3”. Der erste Summand entspricht der Korrektur in fithrender Ordnung der angewandten
Storungstheorie (vgl. Gl. (5.34)) und weist fiir den Full-Twist keine O(a)-Verbesserung auf.
Lediglich fiir die Wahl w = m  verschwinden die linearen Gitterterme. Der néchstfiih-
rende Ausdruck hat insgesamt D = 4 wund zeigt sowohl eine physikalische Korrektur

37 Redundante Terme der Ordnung O(a®), die sich beim Ausmultiplizieren des zweiten Terms ergeben
wiirden, sind hier wegen der Ubersichtlichkeit mit enthalten
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auf, die im Kontinuumslimes bestehen bleibt, als auch weitere Fehlerterme in der Gitter-
konstanten, die unabhéngig vom Twist-Winkel sind. Dariiber hinaus ist die NLO-Korrektur
mit O(10~8) nochmals drei Gréfenordnungen kleiner, als der Term fiihrender Ordnung mit

O(107%).

a?Wg sin?(w)

Bo(mg —my)? 1 2aWp(1 — cos(w)) — Bo(mutmg) 4a®WE(1 — cos(w))?

2Mms — My — My By(2mgs — my — myq) B2(2ms — my — maq)?

Ay =

2
mq — My
| 2ms — my — md}

i a?Wg sin?(w)

B 4aWo(1 = cos(w)) = Framgmay . 12a2W2(1 — cos(w))?
Bo(2mgs — my — myq) B2(2ms — my — maq)?

2
1?230 é [(3L4 +2L5 — 6L + 3Ly — 3Lg) [m3 + mJ]
0

+ ( —2L4 — Ls +4Lg + 4L8)m§
+ (6Ly —4L5 — 12Lg + 6L7 — 6Lg)mumq
+ (= 3L4 — 2L5 + 6L — 12L7) [my + ma|ms

16aWo By 1

F02 3[(—6L4—L5+3W4—W5+3W6—6W7) [mu—i-md]

+ (= 6Ly — 4L5 — 6Wy — 4W5 + 12Ws + 12W7 + 12Wg)ms
+ (6Ly +4Ls + 6Wy + 4Ws

— 12Ws + 6W7 — 6Wg) [my + maq cos(w)
+ (6L4 — 2L5 — 12Wy — 2W5 + 6Wg — 12W7)ms cos(w)

32a°W§ 1

L |3W, + 2W5 + 67

F? 3
+ (= 3Wy — 2W5 4+ 6W§ — 12W7) cos(w)
+ (= 6W§ + 6W7) cos®(w)

+ (9Ls — 6L + 12L7

— 120, — 2W; + 6W — 12W7) [m”fm] sinQ(w)H
u d

(5.72)

5.2.3. Schleifenrechnung und dimensionale Regularisierung

Betrachtet man das Weinberg’sche Zéahlschema bis zur chiralen Dimension D = 4,
wird deutlich, dass in néchstfiihrender Ordnung neben den Kontaktbeitragen, die in die
Treelevel-Massen absorbiert wurden, Schleifenbeitrige zur Selbstenergie und damit zu den
Mesonenmassen beitragen (s. Tab. 3.1). Um die Massen vollstdndig zu bestimmen und
die Theorie zu renormieren, miissen diese berechnet werden. Zur Ermittlung der Schlei-
fenkorrekturen néchstfiihrender Ordnung werden die betreffenden Wechselwirkungsterme
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durch Entwicklung der effektiven Lagrangedichte filhrender Ordnung bestimmt. Nach GI.
5.1 bietet sich auch hier zunéchst eine formale Unterteilung geméafs

76 = LY6ner + L1O % (5.73)

in derivative und symmetriebrechende Anteile an. Da es sich bei dem relevanten Diagramm
um einen 4-Vertex handelt, muss die Lagrangedichte bis zur quadrilinearen Ordnung in den
Feldern bzw. deren Ableitungen entwickelt werden. Der derivative Term ist invariant unter
Transformation zur optimierten Parametrisierung (Gl. (5.39)), sodass sich direkt

8
’CLO der — — 6% Z fabefcdeQSa(auqsb)ch(ayﬁbd) (574)
0 a,b,c,d=1
ergibt (s. Rg. (XVILa) u. [1,37]). Fiir den symmetriebrechenden Anteil werden die Felder
ebenfalls in der optimierten Parametrisierung eingesetzt. Neben den expliziten Termen p
und po durch das Gitterspurion treten hier durch den Twisted-Mass-Formalismus und die
damit verbundene Verschiebung des Minimums Korrekturen in ps auf, die wie {iblich bis
zur quadratischen Ordnung in der Gitterkonstanten entwickelt werden. Nach Rg. (XVLb)
ergibt sich iiber die Spurrelationen insgesamt

1 Ir,.- . Ax
Lo, = 24F2 [ 3 [(2/) +po) + (2X + Xs)} dabOcd — =S [2641dabe + 30apdear]

3\[ [(Po —p)+(xs — f()} [20asdabe + 30apdcas]

g; [5ab5cd + 2d338[dasdabe + 35abdcd8]H Pabpdeta + O(a®) . (5.75)
Die betreffende Selbstwechselwirkung kann also wie gefordert iiber ein einzelnes Schleifen-
diagramm mit 4-Vertex beschrieben werden. Dieser Umstand ist der speziellen Form der
Parametrisierung (Gl. (5.39)) zu verdanken. Der in Kap. 5.1.3 erwéhnte naive Ansatz wiir-
de zu trilinearen Feldtermen und damit zu zusétzlichen 3-Vertices fithren [34]. Der Vertex
V hat die in Abb. 5.1 dargestellte allgemeine Form:

®u(pb) ba(pa)

ba(pa) be(pe)

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung des Selbstwechselwirkungs-Vertex

Die Feynman-Regeln fiir den dargestellen Vertex lassen sich analog zur ¢*-Theorie aus der
Gesamtwechselwirkung der Lagrangedichte zu

VabedPaPpdeda = 14! LT (5.76)

ablesen [39] . Der Geometriefaktor 4! stammt aus der Anzahl moglicher Permutationen zur
Positionierung der vier duferen Beine. Der gefundene Vertex beschreibt im Wesentlichen



5. Berechnung physikalischer Gréfsen im Rahmen der Twisted-Mass x PT 60

eine Zwei-Teilchen-Streuung der Form

ba(pa) + oo(06) — be(pe) + Pa(pa) - (5.77)

Zur Berechnung der Schleifenbeitrige muss die Lagrangedichte bzgl. der Indices symme-
trisiert werden. Dies wird nun beispielhaft fiir den derivativen Anteil durchgefiihrt:

Da die spéatere Berechnung der Diagramme im Impulsraum vorgenommen wird, werden die
Felder zunéachst Fourier-transformiert, sodass

Outa — ipada (5.78a)
= _fabefcde¢a(au¢b)¢c(au¢d) — poPafabelcdePaPpPeda - (5'78b)

Um ein symmetrisches Verhalten bzgl. der Impulse zu erhalten, folgt die Ersetzung

1
PoPafavelcdePaOrdcda — Z(pa - pb)(pd - pc)fabefcde¢a¢b¢c¢d ) (5'79)

sodass sich nach zusétzlicher Symmetrisierung der Parametrisierung folgendes Endergebnis
fiir den nun totalsymmetrischen derivativen Selbstwechselwirkungsterm

14!
'1)(1)]}(1) 4! 1

= 219279 a c — fa efc e
abed 6F02 12 [(p pb)(p pd) beled

+ (pa - pc)(pb - pd)facefbde + (pa - pd)(pb - pc)fadefbce] (580)

ergibt, wobei die Wick-Rotation im Impulsraum zunéchst vernachléssigt wurde und spéter
an geeigneten Stellen der Rechnung eingefiihrt wird. Der so definierte Term verhélt sich
folglich symmetrisch unter Vertauschung der Indices bzw. der dufieren Beine im Diagramm
in Abb. 5.1. Wendet man ein Analoges Verfahren auf die verbleibenden Terme in Gl. (5.75)
an, ergibt sich nach Addition insgesamt folgender Ausdruck fiir den Vertex:

Vabcd = [(pa - pb)(pc - pd)fabefcde

L
3F2
+ (pa - pc)(pb - pd)facefbde + (pa - pd)(pb - pc)fadefbce]
1 N
~ a2 [Q(X +p) + xs + Po] [6abOcd + GacObd + Gaddbe)
OF;

+

1
+ —A—ﬂad + Ousapa + psdade + dasd
6 \/§F§ [Xs PO—X—P [ds abe T 0c8Uabd T 0b8Uade T Oa8Udbe

+ Oabdeas + dacdpas + daaders

+ Opedads + Sapdeas + eadavs]

i
18FZ X

3
|:5ab(scd + 0acObd + 0addbe + §d338 [6asdabe + Oesdabd + Opsdade + Sasdane]
+ 3ds38[0apdeds + Sacdbds + Gaadess + Obedads + dapdeas + deadavs]

1
— —5 Ax[0a1dabe + Oc1dabd + p1dade + da1dape
6
+ Sabdedt + Sacdpdt + Saadept + Spedadt + Sapdeat + Seadapt] + O(a®).
(5.81)

Im Kontinuumslimes und unter Berticksichtigung der Parametrisierung sowie der Euklidi-
schen Metrik entspricht dieses Zwischenergebnis dem in der Arbeit von K. Walter errech-
neten Vertex (s. [38]) und den Angaben zur Mesonen-Streuung in [1]. Die Vorfaktoren, die
nach Tab. 3.1 von chiraler Ordnung O(p?) sind, nehmen im Wesentlichen die Rolle von
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Kopplungskonstanten an und kénnen somit als perturbative Grofse behandelt werden. Das
zu berechnende Schleifendiagramm kann i.A. wie folgt dargestellt werden:

Ky
/,4\\
/ \
| \
\ |
|
¢b \ / Cbc
\ /
\ /
N
P ¢ SN
Pu Pu

Abbildung 5.2: Allgemeine Darstellung des One-Loop-Schleifendiagramms

Dabei wurde von der Impulserhaltung am Vertex

|

| |
Py = —pe =k = Pa = —Pd =D (5.82)

Gebrauch gemacht, wobei alle Impulse als einlaufend definiert sind. Die resultierende chi-
rale Ordnung aus Loop-Propagator und 4-Vertex betriigt also wie gefordert O(p*). Die
Selbstenergie eines propagierenden Mesons berechnet sich nun wie iiblich nach einer Sum-
mation aller moglichen Loop-Korrekturen geméf folgendem Schema:

__»@__»_ -

SN SN SN [N [N
) ) ) ) 1

v VI Vo)

———— - - - L - | . - Ero -

Abbildung 5.3: Schematische Summation tiber die méglichen Loopkorrekturen

Mathematisch entspricht diese Summe einer multiplikativen Korrektur

1+ i [mr] (5.83)

n=1

1 1
= —
pZ—i-mg5 pQ—i-mi5

G (p?)

des euklidischen Treelevel-Propagators. Berechnet man die Geometrische Reihe in Gl
(5.83), ergibt sich der Schleifenbeitrag zur Selbstenergie im inversen Mesonenpropagator
zu

G, (p%) =p* +m) - 5(p°) . (5.84)

Da sich der in Gl. (5.81) beschriebene Vertex sowohl fiir —a # d, als auch b # ¢
nichtverschwindende Terme enthélt, tragen auch die Schleifendiagramme nichtdiagonale
Elemente zum Propagator bei, sodass dieser nach Bestimmung der Matrixeintrage von Ez
erneut diagonalisiert werden muss. Die Impulsabhéngigkeiten im ersten Term des Vertex
machen zusammen mit der Impulserhaltung (s. Gl. (5.81) u. (5.82)) deutlich, dass die
Schleifenbeitrage zur Selbstenergie sowohl konstante Terme, als auch Terme proportional
zum #ukeren Impuls p? enthalten, sodass mit Beriicksichtigung der Wick-Rotation folglich

23(p?) = af} — p°b}) (5.85)

gilt. Dabei sind @ und b% matrixwertige Groken, die die Mischungen der Mesonen am
Vertex enthalten. Die verschiedenen Eintrdge dieser Matrizen werden nun anhand einer
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Fallunterscheidung bzgl. der moglichen Mischungen ermittelt3®:

e Ohne Mischung der dufseren Beine - Ohne Mischung in der Schleife (a = d, b = ¢)

Der Vertex nimmt fiir die betreffende Wahl der Indices folgende Form an:

i 2
Vabba = 52 |: - *( ? + k2)fabefabe

)+ Xs + Po} 262, + 1]

|
\
=
2
>
+
™

+—=|Xs+pPo—X— /3] [20a8dasb + 2058daab
+ 4645daps + dops + daas]
[2521, + 1+ 3dsss [dasdass + Gpsdaas]
+ 3ds38 [40apdaps + dpss + daaSH +0(a). (5.86)

Das Ergebnis entspricht unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen Implementie-
rung von Ax dem Ausdruck aus [38].

e Ohne Mischung der dufseren Beine - Mit Mischung in der Schleife (a = d, b # ¢)

Die Mischung in der Schleife wird durch die nichtdiagonalen Elemente im Propagator
fiihrender Ordnung induziert und treten im 7°-7)- sowie im Kaonen-Sektor auf. Fiir
den Vertex ergibt sich hier:

i

1
Vabca = Vacba - W - EAX [25a1dabc + dcbl + 5b1508daa8 + 25abdca1] + O(ag) .
0

(5.87)

Bei der Berechnung wurden Mischterme, denen kein korrespondierender Propagator
fithrender Ordnung zugeordnet werden kann, automatisch vernachléssigt. Auferdem
wurde die Invarianz unter Vertauschung von b und c¢ gefordert.

e Mit Mischung der duferen Beine - Ohne Mischung in der Schleife (a # d, b = ¢)

Eine Betrachtung der geforderten Beziehungen zwischen den Indices ergibt:

1

i
W — EAX [(5a1ddbb + 25b1dabd + 25abdbd1 + dadl] + O(ag) .
0

(5.88)

Vabbd = Vibba =

Bei Mischtermen bzgl. der dufteren Beine a und d sind Terme, die keine Entsprechung
im Treelevel-Propagator haben, nicht zu erwarten, sodass auch hier nur Mischungen
im 71-ng- sowie Ky-Kg- bzw. K5-K7-Sektor zulédssig sind. Dies ist in Abb. 5.3 wie folgt
zu begriinden: Fiir die Summanden mit Schleifenbeitrag muss jeweils ein korrespon-
dierender Beitrag aus dem ersten Term bzw. dem Treelevel-Propagator auftreten,
damit die Summation in Gl. (5.83) sinnvoll ist.

38 Anders als im Fall des Vertex in Abb. 5.1, der einen reinen Streuprozess beschreibt, werden hier zwei
dufiere Beine zu einer Schleife verkniipft, sodass sich die Anzahl der moglichen Feldpermutationen von

4! =24 auf 12 reduziert und fiir jeden der vier Beitrage ein Geometriefaktor % eingefiigt werden muss
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e Mit Mischung der duferen Beine - Mit Mischung in der Schleife (a # d, b # ¢)

Mit einer zum obigen Fall analogen Beschriankung der inneren und &dufteren Mischun-
gen bleiben folgende Terme fiir den betreffenden Vertex giiltig:

i 1
W |: _ g(pQ + ]{;2) [fabefdce + facefdbe]
0
1

9 [2(;2 +p)+xs + Po} [6abcd + OacObd]

Vabcd =

1
+ ——1|xs+ 00— X — 0| 10a1048d1pe + Op10c8dad1 + 0c10ps8da,
6\/§[X PO — X P][ 104841p b10c8dad1 10p8Qad1

+ 5a86d1dbc1
+ dapdeds + Gacdpds + Sapdeas + eadavs]

1
18

X>‘o?w

3
[6ab5cd + OacObd + §d338 [64sdabe + Oesdabd + Opsdade + Sasdane]

+ 3d338 [0apdeas + Sacdbas + Sapdeas + Scadass] ” +0(a’).
(5.89)

Die Selbstenergie in Minkowski-Metrik ist mit den so definierten Vertex-Beitrdgen durch

oS d*k )
_lzad = (271')4 Vabchbc(k ) (590)
gegeben. Die Diagonalelemente im Propagator fiihrender Ordnung haben fiir die geladenen
Pionen bspw. die einfache Gestalt
2 . i
Die nichtdiagonalen Komponenten finden sich im 7°-7- sowie im Kaonen-Sektor und erge-
ben sich geméfs der Vorschrift

iGh (k) = 0pek® + M0 pe (5.92)

aus der Massenmatrix. Mit den Ergebnissen aus Kap. 5.1.2 findet sich somit fiir den Pion-
Eta-Fall

k? + m2 Bo (mgq — my
(ma = ma) (5.93)

iGr (k%) = V3
77( ) (%(md — My) k2 + m%

Nach Invertierung erhalten die Diagonalelemente in diesem Sektor analog zu den LO-
Massen eine Korrektur der Ordnung O(Am?), durch die eine ganze Reihe zusitzlicher Ter-
me (s. Rg. (XVII)) auftreten und die spétere Diagonalisierung der Massenmatrix deutlich
verkomplizieren. Weitergehend tauchen wie in Rg. (XVII) erkennbar quadratische Propa-
gatoren auf, aufgrund derer auch die zu behandelnden Schleifenintegrale an Umfang gewin-
nen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit und physikalischen Anschaulichkeit werden in den
Schleifenkorrekturen des betreffenden Sektors Terme quadratischer u-d-Massendifferenz
folglich vernachléssigt, sodass

i

= — Am?) .
k2+m72r,77+0( m*)

G11ss(k?)

Die nichtdiagonalen Elemente des Propagators im betreffenden Sektor weisen eine lineare
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Korrektur in Am auf:

i By(mgq — my)

Gissi(k?) = — —= — — + O(Am?
W= =B mm g TR
1 Bo(mgq —my) i i 3
=3 mEom2 [k2+m?7_k2+m72j+0@m)

V3 mg—my i i 2 3 3
2 2mg — my — mg [sz—i-m% a kz—i-mgr]gwn(a’a )+ 0(Am",a7).
(5.94b)

Dabei wird der durch das Gitter implizierte Korrekturterm, der schon fiir die Treelevel-
Massen fithrender (s. Gl. (5.34)) und néchstfithrender (s. Gl. (5.72)) Ordnung auftritt, bis
zur Ordnung O(a?) entwickelt und wie folgt zusammengefasst:

a?W¢ sin?(w)

B 2aWo(1 — cos(w)) = Frmmgma)  4a2W2(1 — cos(w))?
By(2mg — my — myq) BZ(2ms — my — mq)?

gm(a, a?) = (5.94c)

Der zweite Schritt folgt aus einer Partialbruchzerlegung und Entwicklung in der Gitter-
konstanten bis zur Ordnung O(a?) analog zur Diagonalisierung der Massenmatrix (s. GI.
(5.34)). Fiir die Kaonen ergibt sich weitergehend

1 i 1
Guea(k?) = Gsr75(k?) = [ - ] (5.95a)
2| K2+ m%((s,fﬁ k2 + m%(zx K
wnd  Gaage(k) = Gas rr(K2) = & [ Ly ] (5.95b)
44,66 = Gss,77(k°) = & . .
2 k2 + m%(&m k2 + m%%KS

In diesem Fall kann die u-d-Massendifferenz nach Partialbruchzerlegung in die Propaga-
tormassen absorbiert werden.

Da die impulsabhéngigen Anteile der Propagatoren stets die klassische Form aufweisen
und die Vertex-Beitrige konstant bzw. proportional zu k2 sind, ergeben sich nach Gl. (5.90)
i.A. zwei Arten zu berechnender Integrale:

't 1
AR
I(mg) = /(271_)4 k2—|—m%¢ (5.96a)

d*k —k?
d I'm2)»= [ — =~ _. 5.96b
b (my) / 2m)* k2 +m? (5.960)

Fiir allgemeine Raum-Zeit-Dimensionen n, die nun im Euklidischen Raum mit der {iblichen
Wick-Rotation (Gl. (4.3)) definiert sind, nimmt das erste Integral folgende Form an:

d"k 1
2 _ Ad—n
I(mg,n) = A /(277)” 2w (225 . (5.97)

Dabei hat A die Einheit des Impulses und nimmt im spéteren Verlauf die Rolle einer Re-
normierungsskala ein. Des Weiteren hat das Integral I (mi, n) in dieser Form eine von n
unabhéingige Dimension. Zur Auswertung werden zunédchst n-dimensionale Kugelkoordina-

ten eingefiihrt, sodass
21> [
/d"k - 7”/ Ktk . (5.98)
0

I'(%) stellt dabei die Gamma-Funktion dar (s. [40]), die sich nach App. G aus den Winke-
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lanteilen ergibt. Das gesamte Integral ist somit auf den Impulsbetrag reduziert und gegeben
durch

I(m2,n) = Adn 21 /OO Tk
m5,mn) = e
¢ (47‘()5 F(E) 0 k:2—|—m(2b

e8] n—1
e 2L L / T
0

(4m)2 T(5) m3 %Jrl
2\2—1 n_q
m3) 2 1 [t
_ pien (M) e / L dk, (5.99)
(4m)z T(3) Jo t+1
]{52
mit  — =:t. (5.100)
Mg

Das so gefundene Integral kann durch die Beta-Funktion (s. GL. (G.5)) ausgewertet werden.
Fir =4 und y=1-3 ergibtsich

(4m: (%) \27° 2
—A‘““Li)%_lr 12 5.101
N (47)2 (_5)' (5.101)

Im Fall von n =4 Dimensionen, d.h. [ (mi,n) ~ I'(=1), divergiert dieser Aus-
druck, sodass eine Entwicklung vorgenommen werden muss, um ein physikalisch korrektes
Integral zu erhalten. Fiir diesen Vorgang der Dimensionalen Regularisierung der Unend-
lichkeiten, wird eine Grofse e =4 —n eingefiihrt, sodass der gesamte Term um € =10
entwickelt werden kann. Die Substitution ergibt

c(m3) e e
I(m2,e) = (A%)2—2 T (= -
(mh2) = (W3 5T (5-1)
m? 2]% (5+1)
_ " s AT 2 , 5.102
1672 (47) m2| 5(5-1) (5.102)
Verwendet man die Entwicklungen
a® =1+ In(a)z + O(z?), (5.103a)
1
— = @+ + O(2?) (5.103b)
und  T(z+1)=T1)+T'(1)z+ O(2?), (5.103c)
——
=IE
findet sich in erster Ordnung
IQ—milmi%(’) 5.104
<m¢)_16772 nﬁ*‘ +0(e) | , (5.104)
, 2
mit  R= - In(4m) — yg — 1 = const. (5.104a)

Der Ausdruck fR ist offensichtlich fir ¢ — 0 bzw. fiir ein physikalisches vierdimen-
sionales Integral divergent, kann aber als konstante Grofse vollsténdig isoliert werden. Der
Wert g entspricht der sog. Fuler’schen Konstanten und stellt die Ableitung der Gamma-
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Funktion T'(1) &~ 0,5722 =~ an der Stelle 1 dar [40].
Das zweite zu betrachtende Integral in Gl. (5.96b) kann analog zum ersten durch Ein-
setzen einer Null im Z&hler auf folgende Weise geschrieben werden:

dnk —(k* +m2 —m?)
I'(m2.n) = A4”/ ¢ ¢ 5.105

Bei der spéteren Rechnung ist das negative Vorzeichen bedingt durch die Wick-Rotation zu
beachten. Der Bruch kann weitergehend in einen konstanten und einen von k? abhiingigen
Anteil zerlegt werden. Nach [1] gilt dariiber hinaus

d"k 1
At ~ = 1
' / (2m)»  T(0) 0 (5.106)
sodass I’(mi) = mi[(mi) . (5.107)

Die Diagonalelemente der Schleifenbeitrige aus den Vertices ohne Mischung in den &ufseren
Beinen ergeben sich aus den Vertex-Beitrdgen in Gl. (5.86) und (5.87). Nach Einsetzen der
betreffenden Propagatoren und Anwendung der Integralformel (5.107) ergibt sich:

n2 [I(m2) I(m3 I(m%, I(m?
a3, = T;;gr{ (Tgﬂ) + ( Ig"KE’) ( Iéo,fﬁ) + <6")] + O(Am?,a%), (5.108a)
1 [2I(m2) I(mj I(m?
by, = - FQ[ (;n”) AL 24’1{5) ARl Iéﬁ’m)] +0(d®), (5.108D)
0
n2 [I(m2) I(mj I(m} I(m?
Aoy = T;;;{ (72,,) X Ié“’Kf’) L1 %6“) + (6”)] +O(Am% %), (5.109)
2 I(m? I(m?
781.27ﬂ.3 _ F].Q|:21(;n7r) + ( f((;,Ks) I ( IéG,K7):| +O<a3)7 (5109b)
0
712 72)  I(m% x.) I(m% ) I(m?)
s my [1(m7) K. Ks Ko,k 2 3
K, Ks = 2 [ 1 64 36 ! 1277 + O(Am*,a”),  (5.110a)
1 [1(m2)  I(mi, k)  I(mi k) I1(m2)
Vo ks = [ =+ R R+ — T 4+ 0(a?), (5.110b)
: F2| 4 6 3 4
w3 [1002) | I u) | Tk se)  I0m2)
s my [1(m7) KK Ko, 2 3
UKo Ky = 72 [ 1 34 > 66 L 12” ] + O(Am*,a”), (5.111a)
1 [I(m2) (i, )  I(mi ) I(m3)
S = T 4,185 6,87 n 3
iy K67 = FOQ[ yER— ; | o), (5.111b)
g  mp[2I(my)
“s = F2| 3
m2 [I(m.) 1k, k) 1(mig k)  1(m;)
=5 | — o 8t 2T Am?,a%), (5.112
+F02[ 5 6 6 5 ]+O(m,a),( a)
1 [I(m%, &) I(m? )
S K4,K Ko, K 3
by, = — FOQ[ 24 5 26 1 4+ 0O(a’). (5.112b)
Im Fall der exakten Isospin-Symmetrie gilt
I(mic, ;) — L(mE, k,) = I(m%). (5.113)

Es zeigt sich, dass das Ergebnis fiir diesen Grenzfall in die Schleifenkorrekturen in der Ar-
beit von T. Sudmann (s. [34]) iibergehen. Beriicksichtigt man den Ubergang zur Euklidi-
schen Metrik, erhélt K. Walter in seiner Kontinuumsrechnung (s. [38]) analoge Ergebnisse.
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Die Terme abhéngig von Am sind aufgrund der unterschiedlichen Parametrisierung der
Quarkmassenmatrix an dieser Stelle nicht direkt vergleichbar.

Die nichtdiagonalen Elemente werden durch die in Gl. (5.88) und (5.89) gegebenen Aus-
driicke berechnet. Im Gegensatz zu den obigen Beitriigen tragen die nichtdiagonalen 7°-7-
Propagatoren in diesem Fall Terme der Ordnung O(Am) bei. Man findet insgesamt

1 am3 m2
a?s,m = fTFO? H 6K - 67r] |:I(m%(4,K5) - I(m%(&m)]

e oot [ G

2 2

Bo(ma — my) [51(m2) I(m%(4,K5)
V3F? 6 12

I(m?2 I(m?
+ ( fg’m) + (6")} +O(Am2,d%), (5.114a)
1 I(m? I(m?
bissi = — \/§F2|: : I;G’KJ - ( ?KS)] +0(d%), (5.114b)
0
m2 | m

1[ mq — My

S S
Qa = Qa = —
46,64 T ISTTS T m2 | 9 — my — mg

12 12 4 n
Bo(ma —my) [5I(m2)  I(m%, ) L (s kc7) L (m?)
I 24 8 8 24
n2 [I(mi, ) I(m¥k, k)
My Ke, K7 K4,K5 2 3
— O(A 5.115
FOQ[ 12 12 ]+ (Am®,a%), (5.115)
1 mq —m I(m?) I(m2)
S S d 2

1 {I(m%{ﬁ,m) B I(m%@m—,)

_ = 2 3
72 D D } + O(Am*,a”). (5.115Db)

Wie erwartet, verschwinden die nichtdiagonalen Terme fiir gleiche up- und down-Massen,
sodass das Ergebnis auch in diesem Fall mit der Arbeit von Sudmann {ibereinstimmt.
Weitergehend stellt sich bei den Berechnungen heraus, dass keine weitere Mischungen zu
denen fithrender Ordnungen auftreten. Ein direkter Vergleich mit dem Ergebnis von Walter
ist aus den oben genannten Griinden kaum moglich.

Wie in App. H beschrieben, werden die Unendlichkeiten der Schleifenintegrale in GI.
(5.104) iiber das MS-Scheme in die Normierung der Entwicklungskoeffizienten niichstfiih-
render Ordnung absorbiert, sodass sich

2 2
I(m2) — —¢ 1y |2 (5.116)
¢ 1672 | A2

ergibt. Bevor der nun vollstédndig definierte NLO-Propagator im folgenden Kapitel diagona-
lisiert wird, werden Integrale im Kaonen-Sektor bis zur zweiten Ordnung in Am entwickelt:

B - u
T(m3, ge,) = I(m}) — Domd — )

{m mzf] + 1} +0(Am?), (5.117a)

3272
_ -2
H(mi, i) = () + BO(W;SWQ ) {ln mﬂ + 1} +0(Am?). (5.117D)
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5.2.4. Diagonalisierung des Propagators und One-Loop-Massen

Der Mesonenpropagator néchstfithrender Ordnung kann in optimierter Parametrisierung
inkl. der oben bestimmten Schleifenkorrekturen nach Gl. (5.84) in Matrixschreibweise und
inverser Darstellung insgesamt mit

iG71(p?) = p*1 4+ M — (as — pzbs)
= p?(1+0°) + (M —a®) (5.118)

angegeben werden. Dabei ist 9 die in Kap. 5.2.2 vollstdndig bestimmte Treelevel-Massen-
matrix und a® bzw. b5 sind die im vorherigen Kapitel berechneten Matrizen der One-Loop-
Korrekturen.

Eine Simultane Diagonalisierung, d.h. die Moglichkeit, die Matrizen ¢® und b5 mit Hilfe
einer gemeinsamen Transformationsmatrix auf Diagonalgestalt zu bringen, ist in diesem
Fall nicht moglich. Dies begriindet sich nach [41] auf der Tatsache, dass die Schleifenmatri-
zen nicht miteinander vertauschen. Fiihrt man eine Transformationsmatrix R ein, sodass
sich bis zur relevaten chiralen Ordnung

S

b
RTIR=1+V° = R:RT=1+5+(9(p4) (5.119)

ergibt, kann der Propagator wie folgt umgeschrieben werden:

S

G (p?) = <]1 + b2> [pZJl +M—a® - {bs;m}] (11 - b;) +0(°). (5.120)

Dies entspricht im Wesentlichen dem schon bekannten Renormierungsverfahren bzgl. der
Verschiebung des Minimums im Kapitel zur fithrenden Ordnung bzw. der Matrixmultipli-
kation zur Bestimmung der Massenmatrix in Kap. 5.2.2. Uber die bekannten Drehoperatio-
nen zur Diagonalisierung von 91, die sich zur Gesamtmatrix O zusammensetzen, lasst sich
der Treelevel-Anteil des Propagators diagonalisieren, sodass der renormierte Propagator
schlieflich durch

OTv°0, m?}

i¢~'(p*) = RO [pzﬂ M- 0780 -1 5 }OTRT + 0% (5.121)

gegeben ist. Die neue zu diagonalisierende Massenmatrix liest sich folglich zu

=5
=aS

= —_—
-t [0 015
2

(5.122)
ab. Anschaulich miissen demnach die bekannten Drehmatrizen aus der Treelevel-Diagonali-
sierung auf die Matrizen % und b5 angewandt und der daraus resultierende nichtdiagonale
Anteil der Gesamtmatrix diagonalisiert werden.

Die Drehmatrix im 7%-n-Sektor ruft erneut Korrekturen der Ordnung O(Am?) hervor,
die in diesem Abschnitt vernachlissigt werden. Im Kaonen-Sektor werden die nichtdia-
gonalen Elemente von a° bzw. b° bedingt durch die spezielle Form der Drehung auf der
Diagonalen subtrahiert (vgl. Rg. (XVIILa)). Nach Berechnung des Antikommutators zeigt
sich, dass die Loop-Matrizen in der Summe automatisch Diagonalgestalt haben (s. Rg.
(XVIILDb)). Die Massen kénnen demnach mit den Diagonalelementen zu

N = ME - [a§ +m3b5) . (5.123)

berechnet werden.
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Die Mesonenmassen mit One-Loop-Korrektur finden sich nach diesen Uberlegungen durch
Einsetzen der transformierten Schleifenmatrizen und sind auf den folgenden Seiten explizit
bis einschl. zur Ordnung O(Am, a?) in nichstfiihrender Ordnung chiraler Stérungstheorie

angegeben.

Mesonenmassen fithrender Ordnung bei erfiillter Isospin-Symmetrie

2a*W§ sin’
m2 = Bo(mu + ma) + 2aWy cos(w) + W +0(a”)
B 2w2 i 2
ma = 70(mu +mq + 2ms) + aWp(1 + cos(w)) + M +0(d’)
) 2a2W¢ sin?(w
m2 = 3 | Bo(mu + ma + 4ms) + 2aWo(2 + cos(w)) + IM +0(a”)

(5.124)

NLO-Masse des neutralen Pions mit One-Loop-Korrektur

8B3
T
FO

Fg

le = Bo(mu + md)

(215 -
+ (-
+ ( —2L; + 4Lg) [mu + md] ms}

+ 2aW cos(w)
16aBOW0

2a>WE sin?(w)

Boy(my + mq)
32a*WE
—2Wy —W§
F? >
+ (= Wi + 2Wg') cos(w)
+ (4W§ +2W8)cos( )
+ (= 4L§ — 2L§ + AW{ + 2W7}) sin®(w)
— ry s | g2
+ (= L — 2L§ + 2Wg) {mu +md] sin (w)}
m2 2y [m2] My [my
327T2F2|: {/\2]—31 {A?”JFO(A"L a”)

L+ 4Ly + 2L%) [m? + mg]

ALY — 2L + 8L + 4Lg)myma

(= T W) [+ ma]
+ (= 2L}§ — L§ — 2W; — Wi + AW + 2W3) [my + ma] cos(w)

+ (= 2L} + 2W§)ms cos(w)]

(5.125a)
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NLO-Masse der geladenen Pionen mit One-Loop-Korrektur

M2, = Bo(my +ma)
+ %[(—Mg— 5+ 4Lg + 2Lg) [m? + mj)
+ (—4Lj — 2L% + 8L + 4L)mymq
(= 2L + L) [y + ma]

+ 2aW cos(w)
16aByW)

72 {( — Wi+ Wg) [mu + ma]

+ (= 2L% + 2W§) ms cos(w)]
2a>W sin? (w)

Bo(my + mq)
32a°W¢2 . . . r
i O —2WF — WE — AW} — 20,;3W4
0
+ (— Wi +2Wg ) cos(w)
+ (4 1 + 523 ( + 513)W8 )COS (w>
+ (1 + &s3) (—4L§ — 2L§ + AW + 2W73)) sin®(w)
LY — 2L% + 2W¢ in?
+ (- + 2W§) [mu +md] sin (w)]
my [ o [mz my [y
ETTET [mwln [A?} 3 [AQH +O(am?, a’)

+ (= 2Ly — L§ — 2W; — W + AW + 2Wg) [my + ma] cos(w)

(5.125b)
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NLO-Masse der geladenen Kaonen mit One-Loop-Korrektur

M} = Bo(my + ms) i=4,5

252
+ TZ‘O |(—8L§ = 8L% + 16Lf + 8LE)m?

+ LEm3
+ (= 8L}y — 4L} + 16Lg + 8L%)m?
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NLO-Masse der neutralen Kaonen mit One-Loop-Korrektur
MF:, = Bo(ma + ms) 1=6,7
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NLO-Masse des n-Mesons mit One-Loop-Korrektur

0 1
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Die Mesonenmassen sind damit vollstdndig in chiraler Dimension D = 4  bestimmt
und bzgl. der Skala A auf One-Loop-Level renormiert. Zusétzlich zu den in Kap. 5.2.2 be-
stimmten Treelevel-Termen, die linear bzw. quadratisch in den Quarkmassen sind, tauchen
logarithmische Schleifenkorrekturen auf. Diese sind sowohl auf dem Gitter, als auch im
Kontinuumslimes von gleicher Form, da die Gitterkonstante nur implizit iber die Massen
fiihrender Ordnung eingeht. Lediglich die aus dem Diagonalisierungsverfahren resultieren-
den Beitriige der Korrekturfunktion gr,(a,a*) im Kaonen-Sektor liefern explizite Gitter-
terme, die im Grenzfall eines verschwindenden Gitters mit  gry(a,a®) — 1 ein einfaches
Verhalten zeigen. Betrachtet man die Beitrdge der Schleifenintegrale, die sich in den Lo-
garithmen &ufsern, zeigt sich, dass in der Summe lediglich die Pionen bzw. das n-Meson in
dieser Ordnung der Entwicklung zu den Loops beitragen.

Anhand der erwdhnten chiralen Logarithmen und deren nichttrivialem Verhalten im
Grenzfall my —+ 0 wird weitergehend deutlich, dass die Entwicklung in den Quarkmas-
sen, wie sie im Rahmen der chiralen Storungstheorie angewandt wird, nicht vergleichbar
mit bekannten Naherungsverfahren wie z.B. der Taylor-Entwicklung ist. Zwar verschwinden
die Massen der Mesonen wie gewohnt fiir masselose Quarks, zeigen aber unter Berticksich-
tigung aller relevanten Diagramme aus Tab. 3.1, die auf dem Weinberg’schen Zahlschema
basieren, eine nichtanalytische Konvergenz. Dieses Auftreten von sowohl Termen mit ana-
lytischem, als auch mit nichtanalytischem Verhalten in der Ndhe der Symmetrie wurde
von L.F. Li und H. Pagels als eines der typischen Merkmale chiraler Stérungstheorien
identifiziert [45].

Die Massenaufspaltung zwischen neutralen und geladenen Kaonen ldsst sich inkl. der
Schleifenkorrekturen wie folgt angeben:
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Die Endergebnisse entsprechen damit fiir den Grenzfall einer exakten Isospin-Symmetrie
insgesamt denen aus der Arbeit von Tobias Sudmann (s. [34]) und im Kontinuumslimes
den Resultaten von Kai Walter [38]| sowie J. Gasser und H. Leutwyler [20]. Die Art der Re-
normierung, wie sie nach dem erlduterten Schema durchgefiithrt wurde, sollte in einer phy-
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sikalisch konsistenten Quantenfeldtheorie keine Auswirkungen auf die Observablen haben.
Dies ldsst sich ldsst sich relativ einfach auf ein konstantes Verhalten der Mesonenmassen
im Bezug auf die Renormierungskala A zuriickfithren, sodass

°r2
dag

i (5.127)

gelten muss. Diese Behauptung lasst sich durch Einsetzen der Beziehung (H.5) und Ab-
leitung der chiralen Logarithmen fiir alle der ermittelten Mesonenmassen zeigen und ist
beispielhaft fiir das n-Meson explizit in Rg. (XIX) bewiesen.

Betrachtet man die Massenaufspaltung der Kaonen in Gl. (5.126) zeigt sich sowohl fiir
den Treelevel-Term fithrender, als auch néchstfithrender Ordnung eine lineare Abhéngig-
keit zur u-d-Massendifferenz. Diese nimmt nach Angaben der Particle Data Group [15]
empirische Werte von etwa 2-3 MeV an. Vergleicht man diesen Wert mit den Angaben zur
Differenz der geladenen und neutralen Kaonen von etwa 4 MeV sowie deren Quarkinhalten,
sind die Ergebnisse der chiralen Stérungstheorie physikalisch plausibel. Fiir die betreffen-
de Aufspaltung im Pionen-Sektor zeigt sich eine Unterdriickung der linearen Terme nicht
nur in fiihrender, sondern auch in néchstfithrender Ordnung. Das neutrale Pionen ist da-
durch mit der Ordnung O(Am?) in der Masse reduziert und der LO-Korrekturterm von
Ordnung O(107°). Neben dieser durch die 7%n-Mischung bedingten Korrektur treten in
héherer Ordnung explizite Differenzen auf der Diagonalen der Massenmatrix auf.

Die insgesamt kleine Grofenordnung der Terme steht im Kontrast zu den experimentellen
Ergebnissen, in denen die betreffende Aufspaltung mit etwa 4-5MeV angegeben ist und
daher ein lineares Verhalten bzw. Korrekturen gréfserer Ordnung erwartet werden. Dashen’s
Theorem [42] besagt dariiber hinaus, dass die Massendifferenz der geladenen Mesonen zu
ihren neutralen Partnern unter Berticksichtigung der elektromagnetischen Kréfte gleich ist.
Die experimentelle Beobachtung, dass es sich dabei um Werte mit gleicher Gréfsenordnung
handelt, kann in Modellen und Simulationen, in denen die chirale Stérungstheorie QED-
Korrekturterme erhélt, nachgewiesen werden [43, 44].
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Im Theorieteil dieser Arbeit, der sich im Wesentlichen iiber die Kapitel 2 bis 4 erstreckt,
wurde zunéchst eine kurze Einfithrung in die Quantenchromodynamik gegeben. Aus Sym-
metriebetrachtungen heraus konnte dann der Mechanismus zur Entstehung und Massen-
erzeugung der im Oktett der pseudoskalaren Mesonen zusammengefassten Teilchen herge-
leitet und analysiert werden. Weitergehend wurde die QCD auf dem Gitter beziiglich der
Auswirkungen auf die in der effektiven Feldtheorie zusammengefasste Physik der Mesonen
eingefiithrt und beschrieben. Bevor die in Kapitel 5 gesammelten quantitativen Ergebnisse
zusammengefasst und ausgewertet werden, soll die Theorie zunéchst kurz resiimiert werden:

Ausgehend von der Einfiilhrung der QCD als Quantenfeldtheorie ist das Confinement als
eine spezifische und fiir die yPT relevante Eigenschaft zu nennen. Das in Kapitel 2.1.1 qua-
litativ beschriebene Verhalten von Quarks beziehungsweise Antiquarks bei niedrigen Ener-
gien, das heiftt die Kondensation zu gebundenen Zustédnden, kann in Kapitel 3.2 direkt mit
der spontanen Symmetriebrechung und folglich mit der Ausbildung der Oktett-Struktur
im Zuge des Goldstone-Theorems in Verbindung gebracht werden. Der Erwartungswert des
qq-Kondensates iibernimmt dabei analog zu den Minimalbeispielen in Kapitel 3.1 die Rolle
einer symmetriebrechenden Grofse.

Die Erzeugung endlicher Massen der so beschriebenen Goldstone-Bosonen wird in Ka-
pitel 3.1.3 anschaulich durch eine zuséatzliche explizite perturbative Symmetriebrechung
erklart. Aus der anfianglichen Betrachtung der chiralen Symmetrie im Rahmen der QCD
in Kapitel 2.3.1 ist bekannt, dass die Massen der drei leichteren Quarkflavors u, d und s
beziiglich einer Skala von 1 GeV gerade die geforderte perturbative Eigenschaft besitzen.

Neben dem in dieser Arbeit behandelten Mesonen-Oktett kann das r’-Meson dariiber
hinaus aus der gruppentheoretischen Kondensation eines Farb- und Antifarb-Tripletts als
Singulett-Zustand identifiziert werden. Weitergehend wird die verhaltnisméafig grofle Masse
dieses Teilchens iiber die qualitative Auswertung der Noether-Strome der verschiedenen
Symmetrieuntergruppen erkléart. Dieser Ansatz wird zusétzlich iiber die experimentellen
Ergebnisse aus hochenergetischen Kollisionen in [12] untermauert.

Um die so definierten bosonischen Freiheitsgrade physikalisch beschreiben zu kénnen,
wird in Kapitel 3.4 das Prinzip effektiver Feldtheorien anhand eines weiteren Minimalbei-
spiels eingefiihrt. Die Konstruktion einer effektiven Lagrangedichte beruht im Wesentlichen
auf der Summation aller Terme, die aufgrund von trivialen Eigenschaften wie Kausalitat
und Unitaritdt sowie einer Invarianz beziiglich der zugrunde liegenden Symmetrien der
Theorie zuléssig sind. Die Einfiihrung einer auf die Energie oder Masse bezogenen Skala
lasst darauthin eine betragsméfige Sortierung der im Allgemeinen unendlichen Terme zu,
sodass die Physik bis zur betreffenden Ordnung durch eine endliche Anzahl von Summan-
den beschrieben werden kann.

Nach Wahl einer geeigneten Parametrisierung der Mesonen in Kapitel 3.3 kénnen so
die relevanten Terme der effektiven Lagrangedichten fiihrender und néchstfithrender Ord-
nung in Kapitel 3.5 durch relativ einfache Ansétze bestimmt werden. Die Anzahl der zu
betrachtenden Terme und Entwicklungsparameter verlieren fiir héhere Ordnungen schnell
an Uberschaubarkeit, sodass sich die analytischen Rechnungen dieser Arbeit auf die ersten
beiden Ordnungen beschrinken.

Wie im Hauptteil erwéhnt sind Monte-Carlo-Simulationen und die damit verbundene
Diskretisierung der Raum-Zeit eine weit verbreitete und effiziente Methode, um Beschleu-
niger-Experimente zu ergénzen oder dariiber hinaus zu ersetzen. In Kapitel 4 werden da-
her eingangs die Vorteile der Gitter-QCD mit besonderem Augenmerk auf die Physik der
Mesonen beleuchtet. So ist beispielsweise durch die freie Wahl der ansonsten natiirlich vor-
gegebenen Parameter eine Bestimmung der funktionalen Abhéngigkeit der Mesonen- von
den Quarkmassen moglich, sodass die Entwicklungsparameter der effektiven Theorie iiber
Fit-Funktionen bestimmt werden kénnen. Weitergehend kénnen die Massen der Quarks



6. Zusammenfassung und Ausblick 7

als experimentell schwer zugéngliche Grofen aus bekannten Entwicklungsparametern und
Mesonenmassen bestimmt werden.

Die weitere Betrachtung der QCD auf dem Gitter in Kapitel 4.2 zeigt dariiber hinaus
jedoch einige Schwachstellen. Ein wichtiges Beispiel ist hier die auftretende Fermionen-
Verdopplung, die nach dem Nielsen-Ninomiya No-Go-Theorem bei exakt erhaltener chi-
raler Symmetrie unvermeidlich ist. Dies bedeutet weitergehend, dass Gitter-Theorien, in
denen die sogenannten Doppler als unphysikalische Teilchen eliminiert werden, eine zuséatz-
liche Brechung der chiralen Symmetrie implizieren. In Kapitel 4.3 wird dieser Effekt unter
Einfiihrung der Wilson-Wirkung veranschaulicht, die zwar durch den zusétzlichen Wilson-
Term die unphysikalischen Teilchen aus dem betrachteten Energiespektrum verschiebt,
aber weitergehend die chirale Symmetrie explizit bricht. In der effektiven Lagrangedichte
treten also zusétzliche durch das Gitter induzierte Fehlerterme auf, die bei der Bestimmung
physikalischer Gréfsen neben den statistischen auch systematische Fehler hervorrufen.

Als eine mogliche Methode zur Verbesserung der Ergebnisse wird in Kapitel 4.4 das
Symanzik-Improvement-Programme eingefiihrt, im Zuge dessen unphysikalische Gegenter-
me in die Wirkung eingebracht werden, die Gitterartefakte fithrender Ordnung gerade kom-
pensieren. Dieser Ansatz erweist sich allerdings aufgrund der unphysikalischen Quark Zero
Modes fiir Simulationen mit endlichen aber perturbativen Quarkmassen als sehr ineffektiv
und wird in Kapitel 4.6 durch den Twisted-Mass-Formalismus ersetzt. Dieser verbessert
die Ergebnisse laut Wilson-Mittelung fiir die Wahl des Full-Twists, das heifst die formale
Transformation der Quarkmassen zu rein imaginaren Groéfsen, automatisch um die fiihren-
de Ordnung O(a). Nach Einbettung der xPT in die Gitter-QCD mit Twisted-Mass konnen
abschlieffend die zu untersuchenden Lagrangedichten fiihrender und néchstfiihrender Ord-
nung in den Gleichungen (4.44) und (4.45) angegeben werden.

Um die Auswirkungen der Gitterfehler und die theoretisch beschriebene Kompensation die-
ser im Full-Twist zu untersuchen, werden in Kapitel 5 die Mesonenmassen bestimmt und
bis einschlieklich zur Ordnung O(a?) angegeben. Bei den Berechnungen in fithrender Ord-
nung zeigt sich in den Gleichungen (5.6) und (5.7b), dass das Minimum der Lagrangedichte
bedingt durch den Twisted-Mass-Formalismus aus dem Ursprung heraus verschoben ist.
Zur Bestimmung der Massen iiber die diagonalisierte Hesse-Matrix, die die Kriimmung be-
schreibt, muss also zusétzlich eine Renormierung des Propagators geméfs Gleichung (5.15),
erfolgen, um physikalische Ergebnisse zu erhalten. Zuvor werden die Komponenten durch
zweifache Feldableitung der Exponentialfunktionen und Auswertung der Spuren fiir die
betreffenden Indizes bestimmt. Nach Diagonalisierung der so definierten Massenmatrix,
ergeben sich schlussendlich die Mesonenmassen fithrender Ordnung chiraler Stérungstheo-
rie in Gleichung (5.33).

Betrachtet man zunéchst den Kontinuumslimes a — 0 mit exakter Isospin-Symmetrie
my = mq, sind sowohl die Pionen, als auch die Kaonen massenentartet und zeigen die
erwartete Wurzelabhéngigkeit beziiglich der Quarkmassen. Fiir eine nichtverschwinden-
de Gitterkonstante werden die erwarteten Fehlerterme in verschiedenen Ordnungen von a
sichtbar. Geht man nun in den Full-Twist w =wp =75 iiber, verschwinden im Pionen-
Sektor die Terme fiihrender Ordnung, was der erwarteten Wilson-Mittelung entspricht. Fiir
die Kaonen kann ein analoges Verhalten nicht beobachtet werden, vielmehr ergibt sich die
angesprochene Verbesserung im Fall w = —75. Das n-Meson erhélt unabhéngig von der
Wahl des Twist-Winkels keine automatische O(a)-Verbesserung. Weiterhin ist anzumerken,
dass die quadratischen Gitterfehler fiir den Zero-Twist wq fiir alle Mesonen verschwinden.
Physikalisch zeigt sich weiterhin, dass die bekannte Gell-Mann-Okubo-Relation in Glei-
chung (5.35) unabhéngig von a und w erfiillt wird.

Fiihrt man eine Massenaufspaltung Am zwischen up- und down-Quark ein, zeigt sich ei-
ne Aufhebung der Entartung im Kaonen-Sektor, sodass deren quadratische Massen zusam-
men mit den iibrigen Mesonen im Kontinuumslimes eine funktionale Abhéngigkeit zu den
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Konstituenten des physikalischen Quarkinhaltes in Abbildung 3.5 zeigen. Im 7%-n-Sektor
ergibt sich nach Diagonalisierung aukerdem eine Korrektur der Ordnung O(Am?) (siehe
Gleichung 5.34), aufgrund derer auch fiir das neutrale Pion die theoretisch vorhergesagte
Verbesserung der Gitterfehler verschwindet. Weitergehend ist allerdings zu erwéhnen, dass
der betreffende Mischwinkel mit Werten 0,5° — 1, 0° sehr klein ist. Auch der Korrekturterm
A, ist gemessen an der Skala von 1 GeV mit einer Ordnung von O(107°) im Vergleich zum
fiihrenden Term der Pionen-Massen der chiralen Ordnung O(10~2) von geringer quantita-
tiver Relevanz. Insgesamt entsprechen die so gefundenen Ergebnisse den Resultaten von
K. Walter [38] und im Grenzwert exakter Isospin-Symmetrie denen von T. Sudmann [34].

Abschliefsend zu diesem Abschnitt wird in Kapitel 5.1.3 eine Optimierung der verwand-
ten Feld-Parametrisierung eingefiihrt, die sich nach kurzer Rechnung aufgrund der nun
hinfélligen Renormierung im Sinne von Gleichung (5.15) als wesentlich effektiver heraus-
stellt. Grundgedanke ist die Implementierung des neuen Minimums in die Definition der
Felder, sodass das Extremum der neu definierten Lagrangedichte wie gewohnt im Ursprung
liegt. Neben der vereinfachten Berechnung der Massenmatrix kann nach [34] auf diese Wei-
se ein Mehraufwand im Zuge der Schleifenrechnung néchstfiihrender Ordnung vermieden
werden.

Ankniipfend an die so bestimmte erste Ordnung der chiralen Stérungstheorie wird in
Kapitel 5.2 eine analoge Rechnung beziiglich der néchsthoheren durchgefiihrt. Der Mehr-
aufwand in der Bestimmung der Treelevel-Massen bezieht sich im Wesentlichen auf die
Anzahl und Komplexitit der auszuwertenden Terme. Auch in néchstfiihrender Ordnung
wird zunéchst das Minimum der Lagrangedichte bestimmt und in Gleichung (5.55) ange-
geben. Nachdem die derivativen sowie symmetriebrechenden Terme bestimmt sind, zeigt
sich, dass die optimierte Parametrisierung die gewiinschte Vereinfachung im Bezug auf den
Mesonenpropagator nur teilweise erbringt. Zwar verlieren die zu bestimmenden Renormie-
rungskonstanten an Umfang, werden allerdings nicht zu 1, wie es in fiihrender Ordnung
der Fall ist. Nach Berechnung der Kriimmung iiber die Hesse-Matrix und Renormierung
des Propagators kann die zu diagonalisiernde Massenmatrix in den Gleichungen (5.64)
und (5.66) vollstindig angegeben werden. Die Komponenten sind im Vergleich zum vor-
herigen Abschnitt wie erwartet weitaus umfangreicher, die Struktur und Symmetrie bleibt
allerdings erhalten. Aufgrund dessen verlduft das Diagonalisierungsverfahren fiir diese Ma-
trix analog zum vorherigen Fall, sodass die Treelevel-Massen néchstfiihrender Ordnung
in den Gleichungen (5.70a-e) angegeben werden konnen. Die gefundenen Ergebnisse sind
fir  Am — 0 deckungsgleich mit den Ausdriicken in T. Sudmann’s Arbeit. Weiterhin
ist festzuhalten, dass die Rechnungen im Kontinuumslimes sowohl iiber die Entwicklung
der Lagrangedichte, als auch iiber die zweifache Ableitung identische Ergebnisse liefern.

Die zusétzlichen Terme mit der geforderten chiralen Ordnung D = 4 weisen dar-
iiber hinaus einige Auffilligkeiten auf. Beispielsweise kann fiir die Pionen eine explizite
Abhéngigkeit zur Masse des strange-Quarks festgestellt werden, sodass die auftretenden
Ausdriicke im Kontinuumslimes nicht mehr den physikalischen Quarkinhalten entsprechen.
Dieser Effekt nachstfiihrender Ordnung kann allerdings aufgrund der kleinen empirischen
Grofenordnung der betreffenden Entwicklungsparameter als vernachléssigbar eingestuft
werden. Ein analoges Ergebnis zeigt sich fiir die geladenen und neutralen Kaonen im Be-
zug auf die up- und down-Quarks, sodass auch diese Mesonen Abhéngigkeiten zu allen drei
Quarkflavors aufweisen. Weiterhin ist eine durch das Gitter bedingte Aufspaltung zwischen
m1,2- und m3-Masse sichtbar. Diese kann allerdings nicht direkt auf die geladenen Pionen
iibertragen werden, da es sich bei den physikalischen Teilchen um eine Linearkombinati-
on von 7o und 73 handelt, sodass diese wie die geladenen Kaonen physikalisch korrekt
massenentartet bleiben. Im Bezug auf die vorhergesagte Wilson-Mittelung wird deutlich,
dass die automatische O(a)-Verbesserung der Gitterfehler in dieser Ordnung der chiralen
Storungstheorie im Full-Twist unabhéngig von den {ibrigen Parametern fiir keines der acht
Mesonen festzustellen ist. Dariiber hinaus bleibt lediglich qualitativ festzustellen, dass diese
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Wahl zumindest einen hauptséchlichen Teil der linearen Gitterterme kompensiert. Die u-d-
Massendifferenz geht im Gegensatz zur fithrenden Ordnung sowohl in den Diagonaltermen,
als auch in der Massenaufspaltung der Kaonen mit linearer und quadratischer Abhéngigkeit
ein. Bei Berechnung der Differenz von geladenen zu neutralen Kaonen-Massen zeigt sich ein
dhnliches Verhalten wie zuvor: Das strange-Quark geht explizit in die Aufspaltung ein, ob-
wohl sich die Kaonen im Quarkinhalt nur beziiglich des u- und d-Quarks unterscheiden. Im
Vergleich zu den Pionen werden die betreffenden Mischungen allerdings iiber Koeffizienten
mit empirisch nicht vernachlassigbaren Werten impliziert. Des Weiteren ist der Ausdruck
fiir Agog+ im Gegensatz zur ersten Ordnung von Gitterfehlern behaftet, die unabhéngig
vom Twist-Winkel bestehen. Die neue Massenkorrektur im 7%n-Sektor ist in Gleichung
(5.72) angegeben und erhilt einen zusétzlichen Term, der beziiglich der Entwicklungsskala
von Ordnung O(1078) ist. Hierbei wurden die Entwicklungskoeffizienten nach Tabelle 3.4
in der Grofenordnung O(1073) angenommen. Der fithrende Term von A, behilt die Ord-
nung O(107°) und ist damit eine Grokenordnung kleiner als die néchstfiihrende Ordnung
O(10~%) der chiralen Entwicklung.

Um die Massen der in der effektiven Theorie beschriebenen gebundenen Zusténde voll-
standig zu bestimmen, ist nach Tabelle 3.1 eine Renormierung beziiglich des abgebildeten
Schleifendiagramms notig. Eine der wichtigen Eigenschaften chiraler Stérungstheorien ist
die Berechnung von Schleifenkorrekturen einer gewiinschten Ordnung iiber den Propaga-
tor der vorangegangenen. Die auftretenden Unendlichkeiten werden daraufhin in der Re-
gel durch die Koeffizienten der entsprechenden Entwicklung absorbiert. Um die Rechnung
in néchstfiihrender Ordnung zu vervollstdndigen, werden die in Kapitel 5.2.3 bendtigten
Wechselwirkungsterme fiir den Loop-Vertex folglich durch eine Entwicklung der Lagrange-
dichte fiihrender Ordnung gewonnen. Nach Symmetrisierung der gefundenden Terme wird
durch den in Gleichung (5.81) gegebenen Ausdruck eine Fallunterscheidung beziiglich Mi-
schungen in der Schleife beziehungsweise an den dufseren Beinen getroffen. Die moglichen
Terme fiir die matrixwertigen Schleifenbeitrdge konnen dann anhand der Strukturkonstan-
ten berechnet werden. Die so gefundenen Ausdriicke tragen iiber den iiblichen Ansatz der
Summation aller Schleifenzahlen zur Selbstenergie beziehungsweise zur Masse der Meso-
nen bei. Bei der Integration tiber die Schleifenpropagatoren tritt jeweils ein divergenter
Ausdruck auf, der durch dimensionale Regularisierung isoliert und iiber das in Appen-
dix H skizzierte Modified Minimal Subtraction Scheme in die Entwicklungskoeffizienten
néchstfithrender Ordnung absorbiert werden kann.

Bei der Bestimmung der Propagatorkomponenten im Sektor des neutralen Pions und
n-Mesons finden sich nach Rechnung (XVII) nichttriviale Korrekturen in quadratischer
Ordnung der u-d-Massendifferenz. Um einen erheblichen Mehraufwand in den Schleifen-
rechnung sowie der Diagonalisierung der renormierten Massenmatrix zu vermeiden, werden
Korrekturen von Ordnung O(Am?) in den One-Loop-Rechnung vernachlissigt. Da die be-
treffenden Terme eine Grofenordnung kleiner als die betrachtete chirale Entwicklung sind,
bietet diese Annahme eine gute Naherung. Nach Betrachtung aller physikalisch moglichen
Schleifen und Einsetzen der betreffenden Indizes in die Ausdriicke des Wechselwirkungs-
vertex ergeben sich die auf Seite 66 und 67 angegebenen Matrixkomponenten. Anhand der
enthaltenden Integrale wird zunéchst deutlich, dass jedes der Mesonenfelder Beitrdge aus
allen moglichen Schleifenpropagatoren erhélt. Weitergehend zeigt sich, dass die Schleifen-
matrizen fiir eine exakte Isospin-Symmetrie Diagonalgestalt haben, wie es beispielsweise
in der Arbeit von T. Sudmann der Fall ist.

Da die Selbstenergie der Schleifenkorrekturen analog zur Treelevel-Rechnung impulsab-
héngige Anteile besitzt, miissen diese liber eine Reihe von Matrixoperationen in die endgiil-
tige Massenmatrix eingebracht werden. Bei der expliziten Rechnung in Kapitel 5.2.4 zeigt
sich, dass das Diagonalsierungsverfahren durch die erwédhnte Vernachlédssigung quadrati-
scher Ordnungen von Am deutlich vereinfacht wird. Die vollstdndig renormierten Massen
sind weitergehend in den Gleichungen (5.125a) bis (5.125e) dargestellt. Die Ergebnisse
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stimmen in den Grenzwerten exakter Isospin-Symmetrie beziehungsweise verschwindender
Gitterkonstanten mit den Referenzen [34] bezichungsweise [20,38] tiberein. Im Vergleich zu
den Schleifenmatrizen zeigt sich, dass die chiralen Logarithmen der One-Loop-Korrekturen
in der Summe nur noch Beitrige der Pionen beziehungsweise des n-Mesons enthalten. Die
Massendifferenz im Kaonen-Sektor in Gleichung (5.126) enthélt ebenfalls Schleifenbeitré-
ge, sodass die geladenen gegeniiber den neutralen Kaonen nicht nur durch die Treelevel-
beziehungsweise Kontakt-Terme, sondern auch durch Loop-Korrekturen des 7-Mesons auf-
gespalten werden.

In der vorliegenden Arbeit wurde somit die chirale Storungstheorie fiir die drei leichten
Quarkflavors up, down und strange mathematisch hergeleitet und auf das Raum-Zeit-Gitter
erweitert. Als mogliche Verbesserung der so entstehenden Gitterfehler ist der Twisted-
Mass-Formalismus eingefiihrt worden, der laut Wilson-Mittelung Fehler der Ordnung O(a)
automatisch kompensieren soll. Im Fall entarteter up- und down-Quarks konnte dies in fiih-
render Ordnung nur fiir die drei Pionen-Massen beobachtet werden. Fiir eine gebrochene
Isospin-Symmetrie verliert auch das neutrale Pion durch die 7%n-Mischung die automa-
tische Verbesserung - der betreffende Mischwinkel nimmt allerdings sehr kleine Werte an.
In néchstfiihrender Ordnung zeigen die Mesonenmassen weder auf Tree-, noch auf One-
Loop-Level eine erfolgreiche Wilson-Mittelung bei Full-Twist. Weitergehend zeigen die
Endergebnisse in den betreffenden Grenzwerten sowohl die geforderte Ubereinstimmung
mit vergleichbaren Quellen, als auch eine physikalisch sinnvolle Form.

Fiir eine exaktere Betrachtung kann die Schleifenrechnung durch die quadratischen Kor-
rekturen in Am erweitert werden. Da der Ausdruck fiir den Wechselwirkungsvertex alle
Ordnungen der u-d-Massenaufspaltung enthélt, ist dies durch eine analoge Fallunterschei-
dung mdoglich. Das zusitzliche auftretende Loop-Integral im 7%-1 Sektor kann weitergehend
in relativ einfacher Weise auf die zwei betrachteten zuriickgefiihrt werden. Die so bestimmte
renormierte Massenmatrix kann schlussendlich {iber ein modifiziertes Diagonalisierungsver-
fahren zur Ermittlung der Mesonenmassen genutzt werden.
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A.

Konventionen

Wie in der theoretischen Teilchenphysik iiblich werden in dieser Arbeit alle Rechnungen
in den natiirlichen Einheiten durchgefiihrt. Fiir die betreffenden Naturkonstanten Lichtge-
schwindigkeit, Planck’sches Wirkungsquantum sowie der Boltzmann-Konstante bedeutet
dies folgende Definitionen:

h

=1 h=—:
¢ ’ o

=1 und kp:=1. (A1)

Fiir die physikalischen Einheiten bzw. Dimensionen ergibt sich damit

1 1
[Energie] = [Masse] = [Temperatur] = Tange] = o] =1leV. (A.2)

Weitergehend wird die Einstein’sche Summenkonvention verwendet, innerhalb derer die
Summe iiber doppelt auftretende Indizes im kovarianten Skalarprodukt impliziert wird.

Dariiber hinaus wird die iibliche Schreibweise der Spur einer n x n-Matrix A wie folgt
abgekiirzt:

(A) :=Tr(A) =D Aj;. (A.3)
i=1
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B.
Chirale Darstellung der y-Matrizen

Will man die Spinoren als Losungen der Dirac-Gleichung z.B. in der Lagrangedichte der
Quantenchromodynamik derart darstellen, dass die Spinorkomponenten bzgl. ihrer links-
und rechtshdndigen Anteile separiert sind, sodass

I [(xr+xL XR
irac — = y B.1
Viree = 75 <XR - XL> ARG <XL> (B1)

muss die Darstellung der vier v-Matrizen ebenfalls {iberfiihrt werden. Die so gefundenen
Spinoren xR, werden auch als Weyl-Spinoren bezeichnet.

B.1. Im Minkowski-Raum

Bzgl. der Minkowski-Metrik ¢*” = diag(1,—1,—1,—1) miissen die 4 x 4-Matrizen iiber
ihren Anti-Kommutator einer Clifford-Algebra geniigen [8|:

v v v ' 174
A7) =AY At = 2¢M T (B.2)

Eine entsprechende Wahl fiir die y-Matrizen ergibt sich z.B. durch

0 i .
= nd = . =1,2.3 B.3
Y ( ) u Y ( i ) 1 s Ly Dy ( )

mit den drei Pauli-Matrizen o', sodass sich fiir die Spuren dieser Matrizen die niitzlichen
Relationen

() =0, (B.4)
(v9") = 49" (B.5)
und ("7 = 4(g" g — g' g7 + g'7 g . (B.6)

finden. Spuren tiiber eine ungerade Anzahl von «* nehmen stets den Wert Null an. Die
Struktur der chiralen Projektoren vereinfacht sich in der Weyl-Darstellung weitergehend

zu
1 0 0 1 1 0
P,=—(1-— = d Pr = —(1 = B.7
L 2( Vs) (0 1) un R 2( +75) (0 0>, (B.7)
mit
1 0
5.+ 0.1.2 3
= = , B.8
7 =ity (0 _ﬂ> (B.8)
sodass

IT
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Bzgl. 75 ergeben sich dariiber hinaus folgende Relationen:

VAP =1, (B.10)
{75’,}//1} =0, (B.11)
<7M,}/V75> — O, (B13)
<,yﬂzyl’ryprygfy5> = —4ighvPo, (B14)

B.2. Mit Euklidischer Metrik

In der Quantenchromodynamik auf einem diskreten Raum-Zeit-Gitter wird eine Euklidi-
sche Metrik §,, = diag(1,1,1,1) vorausgesetzt. Diese korrespondiert mit einer Wick-
Rotation, infolge derer die Zeitkomponente der vierdimensionalen Raum-Zeit zu einer rein
imagindren Grofe transformiert wird. Eine analoge Transformation der v-Matrizen ist nach

[27] durch
01
0_ . E_
T =" (1 0)

: . 0 o
und iy = AP = ( ) 10’1) i=1,2,3 (B.15)
—10; 0

gegeben. Die fiinfte v-Matrix bleibt dabei invariant:

1 0
Y =5 = e = (0 _1> . (B.16)

Die so gefundene Euklidische Darstellung unterliegt ebenfalls einer Clifford-Algebra

{7} =261, (B.17)

bzgl. des in diesem Fall metrischen Tensors ¢,,,. Weitergehend ergibt sich aus dem Kom-
mutator der Dirac-Matrizen die antisymmetrische Matrix

i
O =5 [0 W] - (B.18)

III
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C.
Spezielle Unitiare Gruppe SU(3)

Die Spezielle Unitire Gruppe SU(N) enthélt die unitdren N x N-Matrizen mit komplexen
Eintrégen, deren Determinanten den Wert 1 tragen:

SU(N) := {UGCNXN | detU = 1,UTU = 11}. (C.1)

Die Dimension der adjungierten Darstellung betrigt da = N? — 1, sodass sich fiir
den in der Physik wichtigen Fall N = 3 insgesamt acht erzeugende Generatoren Ty,
ergeben. Des Weiteren unterliegen diese iiber den Kommutator der korrespondierenden
su(3)-Lie-Algebra:

[Ta,Tb] = ifabcTc a,b,c = 1,...,8. (C2)

Eine mogliche Représentation ist durch die hermiteschen Gell-Mann-Matrizen A, iiber die
Definition 22 := T,  gegeben [8]:

2
010 0 -1 0 1 0 0
AM=|100], X=[i 0 0, A3=1]0 -1 0],
0 00 0 0 0 0 0 O
0 01 0 0 —i
AM=10 0 0], A=|0 0 0], (C.3)
1 00 10 O
0 00 00 O 1 10 0
=10 0 1|, X=]00 —i|, X=—4=]01 0
6 7 ' 8 /3
010 0 i O 00 -2

Analog zur total antisymmetrischen Strukturkonstanten f,;. kann fiir die SU(3) ein total
symmetrischer Tensor dgp. tiber den Antikommutator definiert werden [46]:

1
{TayTb} = gdabl + dapede a,b,c=1,..,8. <C4)

Fiir die so gefundenen Konstanten ergeben sich folgende von Null verschiedene Werte [1]:

abe | fope abc | dgpe || abe dape
123 1 18 | = || 366 -1
147 | 4 146 | 3| 377 | -3
156 | —3 157 | 5 || 448 | 5=
246 | 3 228 | 75 || 558 | 515
257 | 3 247 | —5 || 668 | —50=
345 | % 256 | 5 || 778 | —5i=
367 | —3 338 % 888 —%
458 | 3 344 | 1

678 | 3 355 | 3

v
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C.1. Tensoralgebra

Der total antisymmetrische Tensor f,;. und der total symmetrische Tensor dg,. erfiillen
folgende algebraische Relationen [46]:

fabcfdbc = 35ad ; (C5)
5
dabcddbc = g‘sada (06)
fabcdcde = _fdbcdace - ebcdadca (07)
2
fabcfdec = § (6ad5be - 6ae(5bd) + (dadcdbec - dbdcdaec) ’ (CS)
1 1
dabcddec = § (5ad5be + 5ae(sbd - 6ab5de) + § (fadcfbec + fbdcfaec) ) (09)
dabcfabd =0. (ClO)
C.2. Produkte und Spurrelationen
Fiir Produkte aus Gell-Mann-Matrizen finden sich die Beziehungen [1]:
2
/\a)\b = {/\a, )\b} + = [)\a, /\b] 35abﬂ -+ habc/\c (C.ll)
2 2
und Aa)\bAc = ghabc]1 + <36ab50d + habe ecd) )\d7 (C12)
mit hope := dape + ifape - (Clg)
Die Spuren der gefundenen Matrizen haben damit die Eigenschaften [1,47]:
(Aa) =0, (C.14)
(Xadp) = 264p , (C.15)
adpAe) = 2habc, (C.16)
<>\a)\b)\c)\d> ab(scd + 2hapehecd , (C17)
<)\a)\b)\c)\d)\e> abcdde + 5abhcde + 2habfhfcghgde (018)

Damit findet sich unter Beriicksichtigung der Vertauschungssymmetrie der Felder folgende
Kombinationen aus Spuren und Feldprodukten [47,48|:

(Mado)daty = 267 = 2|D? (C.19)
<>\a)\b>\c>¢a¢b¢c = 2dabcPaPpPe (C'QO)
<>\a)\b>\c)\d>¢a¢b¢c¢d = 25ab50d¢a¢b¢c¢d =2 ‘(I)|4 (0'21)
</\a)\b)\cAd)\e>¢a e ¢e — 3 ((5dedabc + 5cedabd + (Scddabe + 25abdcde) (ba e (be ) (0-22)
(AaAbAAIAS) PPy Peda = < dasdabe + 25abdcd8) PaPoPcPa , (C.23)
<)\a>\b)\c)\d)\1>¢a¢b¢c¢d - < 5d1dabc + 25abdcd1) ¢a¢b¢c¢d . (0'24)
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D.
Spezielle Orthogonale Gruppe SO(3)

Analog zur SU(N) definiert sich die Spezielle Orthogonale Gruppe SO(N) iiber
SO(N) :={Re RV | detR=1,R"TR=1}, (D.1)

diese enthélt die orthogonalen N x N-Matrizen mit reellen Eintrdgen und zu 1 definierter

Determinante. Die adjungierte Dimension betriagt in diesem Fall da = N(]\;_l) , sodass
sich fiir den Fall N =3 drei infinitesimale Generatoren ergeben, die iiber
0 0 0 0 —1 0 10
Th={(0 0 1], Tb=10 0 O und T35=]1-1 0 0 (D.2)
0 -1 0 10 0 0 0

dargestellt werden kénnen. Die Vertauschungs-Relationen berechnen sich damit zu
[TaaTb] = Eabele a,b,c=1,2,3, (D'B)

mit dem Levi-Cevita-Tensor eq4p. als Strukturkonstante der unterliegenden Lie-Algebra.
Mit der Exponential-Darstellung

3
R(@l, @2, @3) = exp Z ®aTa (D.4)
a=1
konnen die Unterrdume
Ry (0,) = exp [0,T] (D.5)

jeweils als Drehung eines dreidimensionalen reellen Vektors & bzgl. einer Raumrichtung
identifiziert werden, sodass R,(©) den Drehmatrizen ensprechen:

1 0 0 cos(©2) 0 —sin(O9)
Rl(@l) = O COS(@l) Sin(@l) y RQ(@Q) = O 1 0 5
0 —sin(©1) cos(O) sin(®2) 0 cos(©2)
cos(©3) sin(O3) 0
R3(03) = | —sin(O3) cos(O3) 0 (D.6)
0 0 1
Die allgemeine Drehung eines reellen dreimensionalen Vektors ist damit tiber
z — R(@l,GQ,@g)f (D.7)

definiert.

VI
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E.
Das Pfadintegral fiir Graffimann-wertige Felder

Grundlage zur Berechnung fermionischer Pfadintegrale bietet die Einfithrung der antikom-
mutierenden Grafmann-Variablen. Dabei handelt es sich um allgemeine mathematische
Objekte, die allein durch die Graffmann-Algebra bestimmt sind. Seien # und 1 Grafmann-
Variablen, so ergeben sich folgende Relationen [8]:

{0,n} = 977 + 7]9 =0 Antikommutation, (E.1)
=n?=0 Nilpotenz, (E.2)

/d9 —/dn =0, (E.3)

/d90 = /dnn =1 Norm. (E.4)

Daraus folgt fiir beliebige Funktionen f(0):

/def(e) = /da(A+Be) =B, (E.5)

do [ dnon=1. (E.6)
fef

Fiihrt man nun komplexe Graffmann-Zahlen geméaf

und damit wiederum die Norm

01 +165 q g+ 01 — 105
un =
V2 V2

ein, erhédlt man durch die Entwicklung der Exponential-Funktion sowie unter Verwendung
der Grafmann-Algebra und (E.5):

/ d6° / A0 exp|—07b0] = / d6° / d6 (1 + 66°b) = b. (E.8)

Verallgemeinert man das skalare Produkt im exponentiellen Argument durch ein Matrix-
Vektor-Produkt mit hermitescher Matrix B, findet man nach [8]:

H/d&j/dei exp [0 Bi;0;] = H/d@;*/dei exp [-Z@:bim]

=[] b:i =detB. (E.9)

0 = (E.7)

Dabei sind b; die Eigenwerte von B.
Ausgehend von der Grakmann-Algebra lisst sich jeder Dirac-Spinor (z) als eine Uber-
lagerung aus Grafmann-Zahlen v; und Komplexen Basis-Funktionen ¢;(x) schreiben:

= Z%(ﬁi(ﬂ?) : (E.10)

VII
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E.1. Die Fermionen-Determinante

Ein fermionisches Pfadintegral der Form

7 = /Dwmz exp [iS [¢, v, 8,1, O] (E.11)
mit S [, %, 00, ] = / B dt £ [, §, 0,0, 0,7] (E.12)
und L W’ QZa 3#% a,LLQE] = & (IID - m) ¢ (E13)

lasst sich mit der Relation (E.9) also stets iiber die sog. Fermionen-Determinante aus-
driicken:

Z =det [i) —m] . (E.14)

Simuliert man QCD-Wechselwirkungen im Rahmen von Monte-Carlo-Algorithmen, dient
das Gitter-Analogon zu dieser Determinante als statistischer Gewichtungsfaktor fiir die
verschiedenen Beitrage der Feldkonfigurationen. Fiir kleine Quarkmassen m treten Quark
Zero Modes auf, aus denen sich Simulationsergebnisse ergeben, die dem masselosen Fall
entsprechen [49]; bzw. erzeugen masselose Quarks weitergehend unphysikalische negative
Eigenwerte des Dirac-Operators [31] . Anschaulich lisst sich dies durch die Uberlagerung
der Massenbeitrage durch statistische Fehler beschreiben, die im Verhéltnis zu den kleinen
Eigenwerten der Fermionen-Determinante grofte Werte annehmen koénnen, sodass die Mes-
sung unbrauchbar wird. Dieser Effekt lasst sich nicht durch ldngere Rechenzeiten bzw. eine
grofkere Empirie kompensieren. Ein oft verwandter Losungsansatz ist die Annahme unphy-
sikalisch grofser Quarkmassen. Da die in dieser Arbeit behandelte xPT allerdings auf einem
perturbativen Ansatz dieser Grofien beruht, liefert die Einfithrung der Twisted-Mass eine
optimierte Losung.

Ausgehend von einer axialen Drehung der Massenmatrix geméft Kap. 4.5 verhélt sich
die Determinante (E.14) wie folgt:

det [P1+m1] — det[B1+ml+ipysis (E.15)

= det :125 +m+ i;m} det %D +m — ims}

= det :125 +m + i/l/}/g,} det [75(125 +m — ims)%]
= det :]D +m + i,lt’)/5:| det []DT +m— ims]

= det (D +m +ipys) <125T +m— iu%) }

—det| B+m) @+m) +42 >0 g @2>0. (E16)

Die Form der Lagrangedichte wurde an dieser Stelle in den Gitterformalismus iibersetzt.
Des Weiteren wird ein Minimalbeispiel entarteter Quarkmassen angesetzt.

VIII
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F.
Wilson-Mittelung und Full-Twist O(a)-Verbesserung

Grundlage fiir die Wilson-Mittelung ist die Rs-Paritat. Die zugehorigen Transformationen
sind fiir Dirac-Felder wie folgt definiert [31]:

¥ = =y
o= = s, (F.1)
sodass Rs € SU(Nf)L x SU(Ny)R -

Diese lassen die QCD-Wirkung im Kontinuum fiir masselose Quarks invariant. Die Einfiih-
rung eines Wilson- und eines Massenterms im Rahmen der Gitter-Quantenchromodynamik
bricht diese Invarianz, sodass die Transformation (F.1) erweitert werden muss, um die Sym-
metrie wiederherzustellen:

R5 — R5# = R5 X [’I" — —T] X [mf — —mf] . (F2)

In [30,31] wird gezeigt, dass die so definierte Wilson- bzw. Massen-Mittelung

(0" =1 ((0),,,, +(0)_,.) (F.3)
b, (O™ = ((0),,,,, +(0), ) (F.4)

einer Observablen O eine automatische Verbesserung der Ordnung O(a) liefert. Um die
Ergebnisse auf diese Weise zu optimieren, sind i.A. zwei unabhéngige Simulationen mit
verschieden gewahlten Parametern nétig, sodass sich der technische Aufwand verdoppelt.
Fiihrt man einen Massentwist geméf Kap. 4.5 ein, wird deutlich, dass die zugrunde liegende
Wirkung invariant unter der Transformation

[r— —r] X [w— w+ 7]

5 B
e =2

~ 7r 7r
—[r—>—r]x[w—§—>w+§]

ist. Die Wilson-Mittelung in Gl. (F.3) kann also fiir den Full-Twist w = £  analog
durch eine entsprechende Transformation des Twist-Parameters ausgedriickt werden:

WA,tm 1
(OY =2 ({0, +(O) i, ) - (F.7)
Fiir Observablen mit gerader w-Paritat
(0),=(0)_, (F.8)
<(0),=(0)_,

sind beide fiir die O(a)-Verbesserung notwendigen Messwerte also dquivalent, sodass mit
einer einzelnen Simulation eine automatische Wilson-Mittelung und damit Elimination der
O(a) Gitterfehler erreicht wird. Das geforderte Verhalten bzgl. des Twist-Winkels trifft auf
viele physikalische Grofsen wie z.B. Energieeigenwerte zu, sodass die automatische O(a)-
Verbesserung neben der in App. E.1 beschriebenen Vermeidung von Quark Zero Modes die
wichtigste Eigenschaft der Twisted-Mass Gitter-QCD darstellt.

IX
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G.

Die Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion beschreibt im Wesentlichen die Fortsetzung der Fakultdt auf die
reellen Zahlen [40]. Es gilt

I'n+1)=n! vV neN. (G.1)
Fiir reelle Argumente kann diese Funktion durch das Integral

[(z) = /OOO E* L exp[—k]dk (G.2)

ausgedriickt werden. Die so definierte Gamma-Funktion besitzt einige wichtige Eigenschaf-
ten, die hier kurz aufgefiihrt werden sollen:

L)y [~ ¢! B .
m B /0 mdt = B(z,y) Beta-Funktion (G.5)

. 1 ., e ~ xj
sowie m = H [1 k:?] ) (G.6)

k=1

Damit kann sie iiber das Sinusprodukt
sin(rz) = mx H [1 - 14:2] (G.7)
k=1

eng mit der Sinusfunktion verkniipft werden [40].
Der Winkelanteil

2T T T T
Tw(n) = /0 ds /0 sin (1) /0 sin2(05)dvs - .- /0 0" 2, 1)ddn_y (G.8)

des in Kap. 5.2.3 behandelten Integrals lasst sich somit {iber die Gamma-Funktion aus-
driicken. Es gilt die Rekursionsformel

i L m—-1 (2
/ sin™(9)d? = 2 / sin™(¥)dY = 2—— [~ sin™"2(3)d¥ (G.9)
0 0 m Jo
und damit
g 3 H?:l % fiir m gerade
/ sin™(¥)dy =2 - (C.10)
0 9 i
i=1 2i+1 ur m ungerade .

Die Produkte konnen wieder zu Gamma-Funktionen zusammengefasst werden, sodass

Ty g = L ()
/0 sin™(9)dd = \/EF (% 1) (G.11)
= Iw(n) = 13?3) . (G.12)




Appendix

H.
Renormierung der NLO-Entwicklungskoeffizienten

Im Zuge der Renormierung von Quantenfeldtheorien werden divergente Groéfen iiblicher-
weise in die Normierung der Felder absorbiert. In der hier behandelten effektiven Feldtheo-
rie bietet es sich an, dies durch ein analoges Verfahren im Bezug auf die Entwicklungskoef-
fizienten durchzufiihren. Eine grundlegende Eigenschaft von chiralen Stérungstheorien ist
der Umstand, dass die aus Termen fiihrender Ordnung auftretenden Divergenzen wie z.B.
der Schleifenbeitrdge in Kap. 5.2.3 nicht in die Koeffizienten der betreffenden Ordnung
absorbiert werden kénnen. Dies muss vielmehr durch die Modifikation der Koeffizienten
der néchstfolgenden Ordnung geméf C; — C)] geschehen.

Die Schleifenbeitrage bzw. divergenten Integrale konnen in einen endlichen und einen fiir
d = 4 Raum-Zeit-Dimensionen bzw. im Fall ¢ = 0 unendlichen Beitrag R separiert
werden. Dieser ist gegeben durch

2
R = g—ln(47r)—'yE—1, (H.1)

und wird iiber das Modified Minimal Subtraction Scheme (MS) in die NLO-Entwicklungs-
koeffizienten absorbiert (s. [8]). Nach [20] ergibt sich folgendes Renormierungsschema zur
Absorption der Unendlichkeiten:

r L r A; r , Al
Fiir die Gittergrofen gilt dabei:
Iy fiir i=4,5
2Ty fiir 1=06,7,8.

Die fiir die durchgefiihrte Rechnung relevanten Koeffizienten nehmen dabei nach [50] fol-
gende Werte an:

F4 F5 F6 F? FS
1 Ny | Nj+2 0 N7—4
8 8 16N7 16Ny
Ne=3|5| &5 | m | 0] &
Ein Wechsel zur Renormierungsskala A’ wird mit
I A
— ! ?
L) = L) + 150 [ (1.1
erreicht, sodass sich die Skalenabhéngigkeit zu
d r; 1
LA = ———+ = H.5
dA i) 1672 A (H.5)

ergibt. Die Betrachtung der Koeffizienten W} und W/* folgt analog.
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Rechnungen
Rechnung (I):

U® =14 — Zmﬁa ~5 F2 Z NadaXpdb

a,b=1
F?
Lrosb = 13 2(X+p) + xs +po) (U+TUT) + F (xs +p0 — X — A){[U + U] As)
F? | F2
=B [+ 0t + B (0= 07
1 8
= ‘C}_?%,sb = 12 (Q(X + ﬁ) + Xs + pO) < Z >\a¢a>\b¢b>
a,b=1
s Aa@aApPpA
4\f(X +po—X—p <a;1 PaNsPAs)
1 8
+ 1AX< Z Aa®aXpPpA1)
a,b=1
_ 7p3< Z Aa®aA3) + const.
(C.19)
(C.20)

(2(>AC + ﬁ) + Xs + PO) (1)2 — Fopg(ﬁg -+ const.

| =

8 8
A 1
(Xa+p0 =X =5) D badpdabs + 5 AX D dudpdann

a,b=1 a,b=1

1
2V/3
8
(2(X +p) + xs + po) Z $2 — Fop3¢s + const.

a=1

3 8
1 L 5 1 )
_ 6(X5+Po —X—p)LE_l% - 23:4%

S| =

+ %AX <\/»¢1¢8 + = (¢4¢6 + ¢5¢7)) + %AX <\/»¢8¢1 + = (¢6¢4 + ¢7¢5))

—_

1 1.
= S +p)7 + + (X + A+ 2(xs + po))na

(X + 5+ Xs + po) K2 5

= |

1 1
+ iAX (K4Ko + K5 K7) + ﬁAXﬂ'l’I]g — Fypsms + const.

XII
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Rechnung (II):

U® =14 —sta -3 F2 Z Xaa oy — 6F3 Z XaPaoPpAcde

a,b=1 a,b,c=1

8

= 0,U = FLOZAa(ama - 2F2 Z Aao[(8ba) by + da(0uv)]

a=1 a,b=1

F3 Z AadoAc[(Ouda)Ppde + Ga(0udn)de + dadr(Tude)] + O(¢?)

a,b,c=1

1 8
= <8MU8MUT> 702 Z A )\b ;L(ba u¢b)

a7

F3 Z (AadoAe) [(040a) (Bub)be + (Budva) do(Fpde)]

a,b,c=1

2F3 Z A [(0:60)8(D,60) + 60(8,62) (D]

a,b,c=1
8
B 6;04 Z <)‘a/\b)\c/\d> [(au¢a)(au¢b)¢c¢d + (au¢a)¢b(a#¢0)¢d + (8u¢a)¢b¢6(au¢d)]
a,b,c,d=1
8
Z )\b)\ )‘d>\ u¢b)¢c¢d(au¢a) + ¢b(au¢6)¢d(au¢a) + ¢b¢c(aﬂ¢d)(a#¢a)]
Fy ¢, d=
8
Z )\ aAbAe )\d u¢a)¢b + ¢a(au¢b)] [(8u¢0)¢d + ¢C(au¢d)] + O(¢3)
Fy ¢, d=

V F? )
= Lrode = (000U

8

8 72
- Z Buba)? % (9ua) (0ud6) [(AaXsAsAs) + AaAseAs) + (AaAsAsAs )]
a=1 0 a,b=1

[\DH

72
S (0,000 [ (M Aehs) + (Mdahas)

1657 4=
+ (A3XaXAs) + (AsAaAsA )] + O(a?)
1 [ 8
~ 3 ;< Ouda)” 12F2 agl 0pua)(Oudn) [(A AbA3A3>—<AaA3AbA3>}]
L RIS B : A
=3 _;(%m) {1 - 3}72} ;(aﬂKa) [1 — 12F02} + (0,u73)% + (9ums)? | + Oa®)

XIII
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Rechnung (IIL.a):
8
Z Ac(z)cAd(z)d)\egi)eAf¢f

(4) T4 — 91 — —
U +0U 0 Z )\cgﬁc)‘d¢d+ 12F4
c,d=1 c,d,e, f=1
0 ; -
—F— U+ U"| = )\ Ache + AcheA
3%3(%[ +UT] Fga% ; bAche + AceAs]

8
12F4 8¢a [C o~ /\b)\c¢c>\d¢d/\e¢e + )\c(bcAb/\dd)d)‘eﬁbe

+ AeBeAaBarsAede + AcdeAadarede M| | + O(6°)

2

(mit Hab = Hba) = — F702)\a)\b
1 8
+ 577 Do [PadiAedd + Aade A + Aadedads
0 c,d=1
+ A Aa XA + AcAa A Ay + AcAada o] dedba + O(6°)
( - (U +UT] >‘ -2 (AaXp) — o [2(Aa A A3A3) + (AaAsAoAs)] | + O(a®)
a0y -6 Fg 6F7
0? + 2 3
<a¢aa¢b [U+UTA)| = 2 MaXpAe) — Tor? [(Aa M AsAsde) + AaAz Ao AsAe)
+ (AaAsAsApAe) + (AsAaApAsAc)
+ (A XaAsdeAe) + (AsAshadode)] | + O(a®)
2% o R
) _ gt — L
U U - F ra )\c¢c SFg . dZEZI )‘c(ybc)\dqbd)\egbe
=P o= - P S Dbt + Ao dhad + Adhaads]| + O
a¢aa¢b 3F038¢a Cﬁd:1 cc cc crc
(mit Hup = Hyy) = 3F3 Z [NaXoAe + AadeXs + AcXa ] b + O(¢?)

2 .
<8¢83¢b U - Ut )@‘@Zé - Siﬂg[ DaddsAs) + Aadsdods)] + Oa?)

XIV



Appendix

Rechnung (IIL.b):

O*L1,0,5b G
FELOsh | 20 (9(5 4 ) + xs + po) (Aads [U + UT
56200, |o_s 12((>< p) + Xs + o) (Mads | ]¢:é>
(XH—PO—X A Xk [U+UT As
v 2 w0407 x)
F02A Aoy [U 1 ﬁ _ st
x{XaXo [U 4+ UT] 4)\1>+ 1 p3{XaXe [U = UT] v>\3>
d—d d—d
Lo @ L BT b
:>H11,22:§(2(X+P)+Xs+Po) 1*% *g(XerPO*X*P) *ﬁ + 3?}703+0(a5)
L 0 L 0
Hays = = (23 +5) + X + 0) _1—ﬁ_—1(><~+po—>€—ﬁ)— —i_+é3p3+0(a3)
3 ° o 2F2] 3V | 2F2] R
1 [ 271 1 T 52 he
Hyy 55,6677 = 5(2(X+P)+Xs+po) 1—% +6(XS+P0—X—,0) 1+1§;4+‘§ﬁ3 +0(a®
I 0 L 0
1 [ 9233 1 ~ ¢3 ¢3P3
Hys = - (2 . 1- B St po—x—p) 1
88 = 3 (2(¢+7) +x +po)_ 6F02_+3(x +po— X p)_ +6F2 +3F0+0( %)
1 93 3
Hup 64,5775 = zAx {1 - } + O(a)
: 2 127
1 b3
H 1 O
18,81 23 X{ 6F§]+ (a®)
2
X+p+ g +0(d®) fir a=b=1,2
)2—1—/3—&—%—&—(9(@3) fiir a=b=3
2
%[x+p+xs+po+{;’}(5x Xs):|+0( ) fir  a=b=4,567
:>Hab:

L[+ 7+ 206+ p0) + £] + O@) fir  a=b=
%Ax[ —@} + 0@ fir  ab=46,64,57,75
%AX{ }—&-O(a) fir  ab= 18,81
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Rechnung (IV):

A0
0 A

Larctan

2 (x))

cos(arctan(z))

sin? (

= Ao

03

2X

(

Xs —X+po—p

)

V3AYY)  V3Ax(po—p—52)

V3AX(xs — X)(po — p)?

Xs — X

! t
— arctan
2

2% + O(z*)

)

T 6AN2 + 2(xs — X)2

1
4

2[AX% + (xs — X)zf '

_ 1
= mgi + §Aﬂ—n + O(AX47 as)

O(a®)

XVI
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Rechnung (V):

In [expfi] exply] explz]] = o+ 4+ 2 + 5 (17, 2] + e, + [y, 2])

¥ g (sl Lo o 21+ 20 20+ [ s 2]

+ 1y, lys 2] + [, [2 2] + [2 [, 9]) + 20z, [y, 2]]) + Ot )

8
:ZAad)a—Z)\ |: ¢a+¢a)_7¢a
a=1

8

+ 8%0 D Pa Mo (Sads — alds + 1) — (Ga + da)db)

a,b=1

96F2 Z as o A] (400 (b + D) + 8a (e + do)Pe

a,b,c=1

- 8(¢a + an)(d)b + dgb)fic - Qéa(ﬁbéc) + O(¢3)

:ZAQ%—MFQ Z s, Pg, Acll i + 2a, o, Al 6560

a,b,c=1
= 2[Aa, A3, As]] @300 — 2[As, [No, As]]B30) + O(¢7)

8 v 8
¢2
= 2 ada ﬁ;ug, e Al + O(?)

Z Aad)a - 6F2 Z faSbfc3b)\c¢a + O(¢2)
=1

8 QBQ
= Z []]. - 6;2fa3bfa3b:| >\a¢a + O(¢2)
0

a=1

12

= Gy = [1 GQ;Q fa3bfa3b:| ¢a + O(¢7)
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Rechnung (VI):

92U’ 1 i 28:* 5.0 a i 28: N
—— = — — X —_— cQPec a ex —_— cPc
09400y |b=0 F§ P 12F, g PP IoR, pot
_ 1 igs, 93 igs 43 3
= F2 |:]1 + 2FO)\?, 8F2/\3)\3] AaAp []1 + QFO)\S 8F2)\3)\3 +O(a )
i
= |:)\ Ap+ — 2F, [/\3/\(1)\1, + )\aAbA?)}
93 3
eyl [2/\3)\ ApA3 + A3A3 A Ay + A )\b)\S)\S] + O(a )
0
0%L'1.05 F? . o?U’ d2U't
Tlom| - B ogrprntmiaa| + 20
00.0¢y |1d=0 0000y l6=0  0Pa 0y |d=0
F? o 02U’ 02Ut
+—=(Xs+po—RX— P ( - + = )/\s
44/3 < 00,00y l6—0  0Pa0dy |d—0 )
F? 02U’ o?u't
4 00,00y |6—0  O0pa0dy |d—0
1F0 ( 02U o2U't ) )
— 3
90y | -0 5%3% $=0

1 R ) .
= 6 (2(X + p) + Xs + PO) <)\a)\b |: 2¢F‘2 )\3)\3:| >

1 -

- ﬁ(xs +po— X — p){ |:)\a)\b 8%2 [2A30aAs A3 + A3AsAg A + A )\b)\3)\3]:| As)
1 12

+ §Ax< |:)\a)‘b - 8% [223X0 A0 A3 + Az Az Aa A + )\a)\b)\:s)\s]] A1)
0

+ pufo ([AadsAs + Ashado] As) + O(a?)

X+ﬁ+%+(’)(a3) fir a=b=123

R4+ xstp+ B +00)  fir  a=b=4567
= Hgy, = My, = %{f(—l—f)—&—Q(Xs—l—po)—i—%]—FO(ag) fiir a=b=38

LAX + O(a?) fir  ab=57,75,46,64

%AX_FO(C#) flir ab = 18,81
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Rechnung (VIILa):

2 .
Py (2X + XS) <]l 2F2 Z /\a(ba)\bqsb>

(2 _
ENLO,LB = —Ls 3
a,b=1

8

Z aasawb} A1>] 2

As) + 2Ax(

2 1 o
— 7506 =S [11 —5pz D Aabadit

0 b1 —

8
1. 1. 1
= —16Lg l2 (2% + xs) — ﬁ(2x+xs)<F—02 D Xabadosn)

a,b=1
1 1 o 1 1 o ’
+—=06 — X) {5 AaPaAoPbAs) — ~AX( 73 AaPa oo
4 \/g < FO2 a,bZ=1 > 4 < FO2 agzzl >
_ 16Lg 1., 1, L, 1 )
= 2 $) [ = - K+ - 2Xs
P (24 ) [ G G xR+ (8 2
+1A (K4K +KK)+LA + const
B X (4886 5487 /3 X178 .
Rechnung (VILDb):
. .
£I(\12LO we = — W5 |2(20+ po) — 3 (2p + po) Z AaBaro®)
a,b=1
1 2
+—=(po — Z XaParodps) + —p3<ZAa¢>aA3
\/g O a,b=1
16W¢ 1__ 1, — 1 W§
= F26 (20 + po) [QPWQ + Z(p +po)K? + 6('0 + 2p0) F0p3773} 16— I p37r3 + const.
0

Rechnung (VII.c):

8
. 1, . 1
51(\12110,% = —Ws [2 (2X + xs) — 3 (2X + xs) <FT? Z AaPapdp)

a,b=1
1 1< 1<
+ —=(xs — X){ =3 AaParoPprs) — Ax(—5 AaPa pPpAi
\/g <F02 agz:l > <FO2 agz:l >
22+ o) = 2 @i ) (s 3 Aaduat)
3 F02 a,b=1
1
+—=(po — Z XaGaNodbs) + pg ZAG%A@
\/g a,b=1
8, 1., 1. L1
= F26 (2X + xs) [2P7T2 + Z(P + po) K? + 6( p+2po)n3 Fop3773}

8Ws 1., 1 . oy 1
+ 2 (27 + po) {2X7T2+4(X+XS)K2+6(X+2XS)7I§
0

1 1
—Av (K4 K, Ks K —A t.
+ 5 X (K4Ks + K5 K7) + 7 leng] + cons
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Rechnung (VIILa):

AT o 8 . 8
Lilor, = FJ 3 20+ ) <1Z Aadba) — ﬁ (6 = DG Aadars) + Ax(i D Aadas)
a=1 a=1 a=1
4L7 e ’
= Z)\a¢a)\1> \[ X)<2Aa¢a)\8>
a=1
AL, & )
= T2 Z AXP{XaA1)(MoA1)
a,b=1
2 . 1 .
- 7(Xs - X)AX<)\a)\l><)\b/\8> + *(Xs - X)2<>\a)\8><)\b)\8> ¢a¢b
73 3
16L 4 . 1 )
= F027 {Ax%f - ﬁ(xs = R)Axmis + 5 (% = %)
Rechnung (VIILDb):
[’1(\12LO wy = —4W; [3 20 + po) Z Aata)
1 1< ’
Vi ZAQ%AS —ip3 [11 - Q—Fga; AacbaAbqbb] A3>]
AW 1 ® ’
| (po — Z)\a%)\s +ips( 2F2 a;l XabaXsPpA3)
16W75 ~
=3 F027 (26° — 2ppo + P33

Rechnung (VIII.c):

.8 .8

£ e = — AW Ax<Fi0 3 Aadai) - %(xs - X)(Fio Z)\aqﬁa)\@]

a=1 a=1
1
’ [ - ﬁ(po Z /\a¢aA8 + 1/)3 2F2 a;l Aa¢aAb¢bA3>]
aw, |1 A i 1 N
= ﬁ; a§:31 l?)(Xs — X)(po — £){(AaAs)(ApAs) — %AX(F’O - P)</\a>\1><>\b>\8>] baPp
W

= 2 50 0o - 0~ T =

XX
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Rechnung (IX.a):

£1(\12]ZO,L8 = —Ls([x U +ut } ) + const.

2

= —Lg [ 2X + xs) [U+UT] —%(Xs—g) AU + UTAs] + Ax [\MU + U\ ] | ) + const.

1 1
L [AR U+ U + G~ 02N+ UAD )

+ AP (MUMU +UTMUTA) + 2(25( +xs)AX( [U+UT] MU+ U\ ])

—= 20+ xs) (xs = ) [U+UT] [AsU +UTAs] )

(xs = VAN UAU + UTAsUTA1 ) | + const.
. 1 .
(2% + xs)*(Made) + g(Xs = 0)*(AaAsApAs + AaApAsAs)

4 . .
+ AP A A AL + Aa XA Ag) — 37\/§(2X + xs) (Xs = X){XaXoAs)

_|_

[SSIIE

2
(2% + xs) Ax(Xadeo A1) — E(Xs — A Aa A1 Ao As + /\a)\b)\1/\8>] @ap + const.

 2Lg
=

[3 2%+ 36+ (66 = 0 = 228 + X 06 — )] + 4AX2] 3

T 1
O

2%+ X% + (6 = 0 = 228+ x) (s = 9] | 735
428+ )7 + (= 02 442+ x)( ~ D) + 4 72

_|_

r 1T 1
O NeR

PR R . ] 1

(2% +x6)” 306 = X)7 + 2028 + x:) (6 = X)| + 3AX2} s
4 N N

+ A [22X + X6) + (s = 0| (Ka K + K5K)

+ om0+ x0) = (6 = 0] ok | + const

SLg [, . ) 1, A B
= szs {(X2 +AXT) T+ X5 g (0 X+ 206 + Ax?) K2
0

2
—XAxmins | + const.

(2 + 202+ Ax?) 12 + (X + xs) AX (K4 K6 + K5 K7) + v

W =

+
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Rechnung (IX.b):

1 2
Ef?ﬁo,wé = - WS<{ (25 + po) [U+UT] — —=(po — ) [AsU + UTAs] —ips [AsU — UT>\3]} )

Sl

oW} 2> I
— Z §(2p + p0)*(AaXp) + g(po — 0)*(AaAsAbAs + A ApAsAs)

4 N -
- 37\/3(2/) + p0)(po — ) AaXsAs) — P3{ Aa Az Ap Az + >\a)\b>\3>\3>] baPb

8W 1
8 Z { (26 + po)p3{Aars) — \/g(po - ﬁ)ﬂ3<)\a)\3>\s>} ¢q + const.

. . 1 .
= 22 [pZ(yrf +m3) + (P> — p3) ™5 + — 1 (26 + 2ppo0) K%+ 2 3 (3p +p3)ms — 2F0pp37r3] + const.
0

Rechnung (IX.c):

LA ow, = — Ws( [XIU+ U] [p'U +Up] ) + const.
1 1
= — Wy [3 2¢+xs) [U+UT] - ALY [AsU +UTAs] + Ax [A1U+UU1]}
1 1
{3 25+ po) [U+UT] - ﬁ(po —p) [AsU + UTAs] —ips [AsU — UTAs] } ) + const.

[ (2% + )27+ p0) Ao — 333(2>z+xs><po—ﬁ><AaAbAg>

8
:FOQZ:

a,b=1

2 1 -
+ 5(2/0 + o) Ax{XaXoA1) — —=(po — P)AX(AaXoA1As + Aa A1 ApAs)

V3
1 . N
3\[(20 +0)(Xs = X)(Aadods) + 2 (xs = X)(po = P)(AaAsAods + AaXsAsds) | dady
8

4Wg 1 1
- *2A s K )\a)\ —_ — S—A )\GA)\ a t.

F, ; {3( X+ xs)p3(Aals) \/g(X X)p3{Aas 3>]¢ + cons
8We | .., 1. . ~ L1

= Fzs [ pi? + 4(XP + Xpo + Xsp + Xspo) K + g(xp + 2XsP0)03
0

1 1 . .
t3 (P + po) Ax(K4Ke + K5 K7) + \/gﬂAXﬁﬂs - FOXP37T3] + const.
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Rechnung (X.a):

L8 _— .
=1L, Iz Z (XaXo)(8u0a)( u¢b)] (exp [— 1;0/\3¢3]X + exp [};0&(%53} x")

a,b=1

8 . . [
- 024 az_: Ouda)® [ 2F2 )‘3)‘3‘153] [ (2X + xs)1 — %(Xs - X)As + AXM]) + 0(a®)

8
3 1 .
= 024 az::l Duda)? [ (2X + xs) — 2;02 ( {3(2)( + Xs)A3A3 — E(Xs - X))\3>\3)\8:| )| +0(a®)
8
= 42 $a)(0,0a) | 2% + % +0(a®)
02 - uPa [L a X T Xs — F2X
Rechnung (X.b):
8 . .
NLO, W4 =W, 7 Z (XaXo)(0u0a)( u¢b)] (exp {— 1;0>\3<2>3}P+ exp [f}b)\?’%] ph)
¢=0 0 a,b=1
AW, & 1 1 _ é
= T 2@ |1 gt (5125 - o0t = T =]+ Pk 0t
AW, & 2
= 72 Z /_Ld)a u¢a |:2P + po + Fipfi - ?32 P:| + O(as)
0 a=1

Z Aa b (0pa)( u(bb)] [XeXP [— Fi,o>\3¢v>3} + exp [;{))\3&3] X]>

a,b=1

8

= 52 D (0u0a)(Outn)

a,b=1

Qa1 g hadadd] | 52T+ X1 = T~ Dds + Axhi]) + 0

8

2L 1 A
- Fi25 Z (Ouda)( “¢b)< (2X + Xs)Aa X — \/3( s — X)AaApAsg + AxAgAp A
0 a,b=1
i 125 + v A ds)
2F2 3 X T Xs bA3A3
1
- ﬁ(Xs - )A()Aa)\b)\3>\3/\8 + AX)\a)\b)\3>\3/\1:| > + O(a3)
s | o025 - 25 LM % 1. 5
- F7025 (a/ﬂr)2 |:X 2;2 X:| (3/LK)2§ |:X + Xs — 21%296] + (apn8)2§ |:X + 2xs — 2;2 X:|
+((0uK4) (0 Ks) + (0, K5) (0 k7)) [AX . 2‘% Ax}
2 ¢3 5
JF%(auﬂl)(aws) A 2F2AX + O(a®)

XXIII



Appendix

Rechnung (XILb):

A
NLO,W;

28: )\a)\b(au¢a)(au¢b)‘| {pexp {— Fi(ﬁ?ﬁ‘z"%} +exp {Fo A3¢3} b

a,b=1

8

= Z ud)a W ¢b

a,b=

1
: </\a)\b|: 2E7 )\3>\3¢3] { (26 + po)l — \}ﬁ (po — P) /\8:| + %zp?)/\a/\b/\?)/\3> + 0(a®)

8 ~

2W5 1 ~ ¢3
=2 0,.Pa 20 + po)Ag A — P) AaApAs + = p3Aa ApA3zA
F? a,bZ:1( uda)( #¢b)< (26 + po)Aads — \/;7,( 0 = P) AaXbAs FOPS bA3A3
%1125 4 po)hedodads — = (0 — ) Aedodsdads|) + O(a)
S 2FZ |3 V3 ¢
_ 4Ws N2 | ~ QB . ¢3 ~
- F02 (a#ﬂ—) |:p FO - P3 2F2 4

+0(d®)

=0l | b3 ¢3 o1 s ¢ .
8,2~ P8 g — 8n)= |5+ 200 + 22 py —
+ (OuK) 2[P+P0+FOP3 2F2P + (Ouns) 3 p+ P0+FOP3 2F2P

Rechnung (XII):

a - -
veut]] - ¢3[A Xs + Asha] + O(a?)
¢ L S le=0
Iy + U] = >\ b + % [2A3XaA0A3 + Aa XAz Az + AsAzAg Ao ] + O(a?)
DhpaOdy L He—o 4F¢
QT i 2i i3
U —u = A — —2 203003 + AaAsAs + A3 A3\, | + O(a®
Do | oy~ Fo 4Fo3[ 3AaA3 + 3A3 + AzAs }-i— (a”)
0? [ ] 1¢3
9000, _U - U oo = [)\ A A3 + Az, )\b] + O( )

XXIV



Appendix

Rechnung (XIII.a):
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Rechnung (XVLb):

1 1 L 5
E’LObb BE? _3(2(X+p)+Xs+pO)</\a/\b/\c/\d[ 2F2/\3/\3]>
et o0 — 1 - ([ AdsAer —ﬁ[%/\)\)\)\)\
\/g s 0 a\b\e\d 8F02 3NaN\bNcNdN3

+ AsAsAa A AcAd + )\a)\b)\c)\d)\g,)\g]} As)
12

— AX< |:)\a>\b)\c>\d — % [2)\3>\a)\b)\c)\d)‘3 4+ A3A3 A ApAcAg + )\a>\b/\c>\d)\3)\3]:| )\1>
0

P3€53
F,

- (z\aAb/\cAdA:s)\s)] baPpdeda + O(a®)

1
 48F?

1o =
- 5(2()( + p) + Xs + p0)<)\a>\b/\c>\d |: 2(;}5?2 |:3 1+ dggg)\8:|:| >

12

+ %(Xs +po— X — ) |:/\a/\b/\c/\d {)\8 2¢F2 |:d338)\3)\3:|:| )

» )
— Ax( |:/\a/\b/\c/\d)\1 - % { = 2Xa A AcAafi23f123A1 + 22X ApAcAa [3/\1 + d338d118/\1:| ” )
0

 psds
Fy

<)\ AbAcAd { 1+ d338)\8] >] batdpdeda + O(a®)

1

= —_— (bg
A8F2

L
= 300+ e ) Aok 1 - o 21+ duns] )

2
+ %(Xs +po— X — p){ {AaAbAcAd {)\ 2(;;2 |:d338 E 1+ d338/\8] ] ] )

— Ax(AaMsAcAaAs)

P3¢3

o) == (XA AcAd [ 1+ d338/\8] >] Gatpdepa + O(a®)

1 ) _ 2
- g(Q(X +p) + Xs + po) |:5ab5cd - 6[% [6ab0ca + 2d33s[0asdabe + 35abdcd8]]:|

1
4

N 12
ﬁ(Xs +po—X—p) [35dsdabc + dapdeas —

6\fA2 [6ab0ca + 2d33s[0asdabe + 35abdcd8]]:|

2

2
- Ax [35d1dabc + §abdcd1:| _ 5 [6ab0ca + 2d33s[0asdabe + 36abdcd8]]‘| baPpdeta + O(a®)

3x

1
24F?

1 1 2
- -(2(x 0 S 6(1 50 —=\Xs —-X—p)|50 dac 6a dc
3( (X + )+ Xs + po)dab d+\/§(X +po—X p){g dasdabe + Oab d8:|

2
- Ay [35d1dabc + 6abdcd1:|

2
- g; [6ab60d + 2d33s [6d8dabc + 36abdcd8]]] ¢a¢b¢c¢d + O(ag)

XXXIV



Appendix

Rechnung (XVII):

k*+mZ  BeAm
w;%%=<30 L B
%Am k +m17
. 2 _2 B
:>G7m(k2) — 1 k +m7] 727%A,fn2rl
(k2 +m2) (k2 + m2) — S0 Am2 \~gAm Kk +my
i By(mq —my)
2y — _ L o Am?
= Giggi (k) \/g(k2+m3r)(k:2+m%)+0( ")
1 Bo(mq —my) ! ! ’
_ 1 _ A
V3 mZ —m2 {k“rm% k2+m72f]+0( "
\/§ mq — My

2 Qms_mu_md

2aWy(1 — cos(w)) —

i 1
[k2+M% K2 4m

W sin?(w)
Bo(my+ma)

4a2WE(1 — cos(w))?

mit  gry(a,a®) :=1—

Bo(2mg — my — mq)

i(k? +m2)

= G11(k*) =

i

(k2 + m2) (k2 + m2) — 56 Am?2

iB2 2
=5 Am

k2 4 m2

i

T

1 By(ma —my)? 1

+O(Am*)

1

Bg(zms — My — md)2

i

k2 4 m2

i

K2+ m2)(k2 -+ m2) (K2 + m2)
22mg — my — Mmq
3 Bo(md - mu)

2{ i

k2+m% _]4;2—|—ﬁ1727

3

k2 4+ m2

|

4 (2ms — My — md)2

B 1 By(ma — mu)2

K2+ m2

k2 +m2

22ms_mu_md

{(kQ - m%)l(kQ + ;)

K2+ mz I

] Gan(a, a?)

— :|g7r7](a’7 a2) —+ O(Am37 013) s

(a,a%) + O(Am*, a®)

]gm(avaz) +0(am?, a”)

XXXV



Appendix

Rechnung (XVIILa):

R AN N A T
AR AT AR IR VAR

=2 =2 -2 =2
.8 m2 [I(m2) I(m%) I(m2)
ja“v“‘F@{ o R T
7 = - =2
mq — My g7TT](G’7a’ ) m72r m%{ _ 2 mar m%( my _ 2
—r oy DK - _TK_ g
F§  2mg—my—mg H T AU vt v e AU
Bo(ma —my) [m3 1 my 5I(m2)  I(m%) I(m3) . s
— 1 1 us A
72 6 3272 | | A2 24 1 o1 | TOBmLa)
s M [1mz) | I(mf) I(my)
66,77 B2 1 5 2
mq — My gﬂ'n(ava’ ) mi— m%{ _ 92 T?Lﬂ m%{ ﬁl?] _9
—r oy ZK - K _ g
L R e —— H 6 T Ity T g [Tm)
Bo(ma —my) [mE 1 m3 5I(m2)  I(m%) I(m3) . s
In |—- 1 s A
+ F? 6 3202 | | A2 | T T T2 T a1 | HO@m,a)
~ Bo(md — mu) m 1 m2
a§6,64,57,75: F2 TK327T2 In 72( +1| + O0(Am?,a®)
s L [Im7) | I(mk) +I(m%)
44 .55 F(? 4 2 4
_ — 2 _ 9
mq — My gmn(a,a®) I(m2) I(mn) 1 By m% ) s
K1l + 0o
* F [2ms mu—md[ 4 1 | T o3 +1|| +O(Am,a7)
- 1 [I(m2) I(m%) I(m2)
S T
bge, 77 = Fog[ 1 + 2K + 4n
_ — 2 _ 9
mq — Mu grn(a, a?) I(m2) I(m;) 1 By 2 ) s
- - = In|—£|+1 A
F [2ms—mu— d{ 4 4 6 3272 Az | T | TO@m )

. -2
bio,64.57,75 = — 2 3302 [ln [AI;] + 1} + O(Am?, a?)

XXXVI



Appendix

Rechnung (XVIILb):

(B, m?) ; _o  Bo(maq —mu)];
o = m%{4,K5b§4,55 = m%{ R S b§4’55
44,55
{Bsymz} fa _ Bo(md — mu) ~
2 = mg{elﬁbgﬁﬂ = [m%k + 2 b§6,77
66,77
{bS, m?} s
o = m%(b46,64,57,75
46,64,57,75
A 3 10m2)  Bo(ma —ma) [1(32)  T(w3)  1(n2)
2 S ~S My n o(mgq — my m2 m z
= b — — _
T T TR Ty 2 { s 1 s }

Bo(ma —my) [51(m3) | 1(m%) , 10my) 2 3
F02 [ 24 + 4 + 2 + O(Am*, a”)
_ m3 I(m?)
F2 3

2 7S ~S
:>mK Kb6677_a6677:7
6,07 5 N 2
2 3

XXXVII



Appendix
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